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Ââåäåíèå
Íåëèíåéíûå âîëíû � ýòî îäíî èç ñàìûõ øèðîêîèçâåñòíûõ è â òî æå âðåìÿñëîæíûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ïðèðîäå. Âîëíû â îêåàíå è ðÿáü íà ïîâåðõ-íîñòè ÷àÿ â ÷àøêå ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûìè óðàâíåíè-ÿìè. Âñå ýòè ÿâëåíèÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíû, íî ïðè ýòîì àìïëèòóäû âîëíîáû÷íî íàìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîé äëèíû âîëíû. Â ýòèõ óñëîâèÿõ âîëíûÿâëÿþòñÿ ñëàáîíåëèíåéíûìè.Äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîöåññîâ òàêîãî ðîäà áûëà ïðåä-ëîæåíà òåîðèÿ ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè [1℄. Áûëè íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿïîëó÷åííîãî â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Õàññåëüìàíà-Çàõàðîâà. Äàííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé Êîëìîãîðîâñêèå (ñòå-ïåííûå) ñïåêòðû [9℄.Òåîðèÿ ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè íàøëà ïðèìåíåíèå â øèðîêîì ñïåêòðå îáëà-ñòåé �èçèêè: Àëü�åíîâñêèå âîëíû â ïëàçìå [4℄, òóðáóëåíòíîñòü â íåëèíåéíîéîïòèêå [5℄, Ëåíãìþðîâñêèå âîëíû [6℄ è ò.ä.Îäíîé èç âàæíåéøèõ îáëàñòåé, ãäå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òåîðèÿ ñëà-áîé òóðáóëåíòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ âîëíû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Â ðàáîòå[32℄ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè ïîëó÷åíû ñëàáîòóðáóëåíò-íûå ñïåêòðû äëÿ êàïèëëÿðíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè, à âðàáîòàõ [2, 3℄ ýòè ñïåêòðû áûëè ïîëó÷åíû ïðÿìûì èçìåðåíèåì òóðáóëåíòíî-ñòè âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêîãî âîäîðîäà.Íî íàèáîëåå èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëó÷àé ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íàïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè. Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû [19℄ è â íîâåéøèõ íà-áëþäåíèÿõ [24℄ çà ïîâåðõíîñòüþ îêåàíà, ìíîæåñòâî ýêñïåðèìåíòàòîðîâ ïî-ëó÷àåò ñïåêòðû, ïðåäñêàçàííûå òåîðèåé ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè. Îäíàêî ýòèýêñïåðèìåíòû íå ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê ïîëíîå è íåîïðîâåðæèìîå äîêàçà-òåëüñòâî ïðàâîòû òåîðèè, òàê êàê ñïåêòðû Çàõàðîâà-Ôèëîíåíêî [8℄ ÿâëÿþòñÿèçîòðîïíûìè, òîãäà êàê íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòå ñïåêòðû ñóùåñòâåííîàíèçîòðîïíû. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ îäíèì èç êðàåóãîëüíûõêàìíåé òåîðèè ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè, áûëî âûâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðÿäàïðåäïîëîæåíèé. Íàïðèìåð, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �àçû âñåõ âçàèìîäåéñòâóþ-



Ñïèñîê èëëþñòðàöèé 7ùèõ âîëí ñëó÷àéíû è õàîòè÷åñêè ìåíÿþòñÿ. Âåðíîñòü ýòèõ ïðåäïîëîæåíèéàïðèîðè íå ÿñíà.Ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæåò äàòüîòâåò íà äàííûé âîïðîñ. Íî äëÿ ñëó÷àÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ÷èñëåííîåïîäòâåðæäåíèå îòñóòñòâîâàëî, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ â ýòîì íà-ïðàâëåíèè. Åäèíñòâåííîé îòíîñèòåëüíî óäà÷íîé ïîïûòêîé ñëåäóåò ïðèçíàòüìîäåëèðîâàíèå ñâîáîäíî ñïàäàþùèõ âîëí â ðàáîòå [25℄. Ïî íàøåìó ìíåíèþ,ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òðóäíîñòè ïðàâèëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ÷èñ-ëåííîé ñõåìû. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé ÷ðåçâû÷àéíî ÷óâ-ñòâèòåëüíî ê ðåçîíàíñíîìó ÷åòûðåõâîëíîâîìó âçàèìîäåéñòâèþ. Àìïëèòóäûãàðìîíèê äîëæíû áûòü íå ñëèøêîì ìàëû (÷òîáû îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íóþøèðèíó ðåçîíàíñíîé êðèâîé), íî è íå ñëèøêîì âåëèêè (òàê êàê â ýòîì ñëó-÷àå íà äèñêðåòíîé ñåòêå ìîãóò îòêðûòüñÿ íåðåçîíàíñíûå âçàèìîäåéñòâèÿ).Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äèñêðåòíîñòè ñåòêè âîëíîâûõ âåêòîðîâ íàðåçîíàíñíûå âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ÿâëÿëîñü âàæíîé çàäà÷åé.Ïðåäñòàâëÿëî èíòåðåñ ðàçðàáîòàòü òàêóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó, êîòîðàÿ ñî-õðàíÿåò �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû, òàê êàê åùå â êîíöå 60-õ áûëî ïîêàçàíî [7℄,÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ �àìèëüòîíîâîé.Êðîìå òîãî, áûëî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î âîçìîæíîñòè èíòåð-ïðåòàöèè íàáëþäàåìûõ ñïåêòðîâ êàê ñïåêòðîâ Ôèëëèïñà [11℄, èñêàæåííûõÄîïëåðîâñêèì ý��åêòîì, îáóñëîâëåííûì äëèííîâîëíîâûì �îíîì.
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè ñëåäóþùàÿ.Â �ëàâå I, ¾Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ âîëí íà ïîâåðõíîñòèæèäêîñòè¿, ïðèâåäåí âûâîä äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ïîâåðõíîñòè æèä-êîñòè. Çàïèñàíû �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû è óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà.Â �ëàâå II, ¾Âëèÿíèå ý��åêòà Äîïëåðà íà çàêîí äèñïåðñèè âîëí¿,ðàññìîòðåíà ãèïîòåçà Áàííåðà î òîì, ÷òî íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòå ñïåê-òðû åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñïåêòðû Ôèëëèïñà, èñêàæåííûå ý��åêòîì Äîïëåðàîò äëèííîâîëíîâîãî �îíà.Ýòà ãëàâà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ðàçäåëå II.1 ìû ââîäèì îáùèåîáîçíà÷åíèÿ: â II.2 âûâåäåíà îáùàÿ �îðìóëà äëÿ ñïåêòðà â ïðèñóòñòâèè ý�-�åêòà Äîïëåðà; áîëåå óäîáíûé äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê íàáîð áåçðàçìåð-íûõ ïåðåìåííûõ ââåäåí â II.3; â ðàçäåëå II.4 ìû èññëåäóåì âàæíûé ñëó÷àéãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäå; â II.5 ïîìåùåíû ÷èñëåííûå ðåçóëü-òàòû; ðàçäåë II.6 ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷åíèåì.



Ñïèñîê èëëþñòðàöèé 8�ëàâà III, ¾Ìîäåëèðîâàíèå ðåçîíàíñíûõ âçàèìîäåéñòâèé íà äèñ-êðåòíîé ñåòêå¿, ðàññìîòðåíî âëèÿíèå äèñêðåòíîñòè ñåòêè íà ìîäåëèðîâà-íèå ðåçîíàíñíûõ âçàèìîäåéñòâèé âîëí. Âûðàáîòàíû ðåêîìåíäàöèè äëÿ ïîäáî-ðà ïàðàìåòðîâ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òóðáóëåíòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõâîëí. Ïîñòðîåíèå äàííîé ãëàâû òàêîâî: â ðàçäåëå III.1 çàïèñàíû äèíàìè÷å-ñêèå óðàâíåíèÿ íà äèñêðåòíîé ñåòêå; â ðàçäåëå III.2 ðàññìîòðåí ñëó÷àé êàïèë-ëÿðíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé âîäû, ïðîèçâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëè-ðîâàíèå ðåçîíàíñíîãî ðàñïàäà ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, ïîëó÷åíà êàðòèíàâòîðè÷íûõ ðàñïàäîâ, �îðìèðóþùèõ Êîëìîãîðîâñêèé êàñêàä; â ðàçäåëå III.3ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïàäà ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ãðàâèòà-öèîííîé âîëíû íà ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé èäåàëüíîé æèäêîñòè; âçàêëþ÷åíèè III.4 ïðèâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è âûâîäû, âàæ-íûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ìîäåëè ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõâîëí.Â �ëàâå IV, ¾×èñëåííàÿ ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííûõè êàïèëëÿðíûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí¿, ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, ñîõðàíÿþ-ùàÿ �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Ñõåìà ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé íàëè÷èÿíàêà÷êè è çàòóõàíèÿ. Äàííàÿ ãëàâà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ÷àñòèIV.1 ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòñÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (I.9), ñîõðà-íÿþùàÿ �àìèëüòîíèàí; óäîáíûé íà ïðàêòèêå ìåòîä âûáîðà øàãà ïî âðåìå-íè îïèñûâàåòñÿ â ðàçäåëå IV.2; íåêîòîðûå ïðèåìû, îáîùàþùèå ïîëó÷åííóþ÷èñëåííóþ ñõåìó, ïðèâåäåíû â ÷àñòè IV.3; â çàêëþ÷åíèè IV.4 îáñóæäàþòñÿïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.Â �ëàâå V, ¾Òóðáóëåíòíîñòü ãðàâèòàöèîííûõ âîëí¿, ââîäèòñÿ ñòà-òèñòè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ ñëó÷àÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãëóáî-êîé æèäêîñòè. Âûïîëíåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òóðáóëåíòíîñòè ãðàâè-òàöèîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè. Ïîëó÷åíû ñëàáîòóðáó-ëåíòíûå Êîëìîãîðîâñêèå ñïåêòðû, õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ íàáëþäàåìûìèâ ýêñïåðèìåíòå äàííûìè. Ýòà ãëàâà èìååò òàêóþ ñòðóêòóðó: â ðàçäåëå V.1ââîäèòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòèäëÿ ñëó÷àÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäå; â ðàçäåëå V.2 ïðèâåäå-íû ïàðàìåòðû ÷èñëåííîé ñõåìû è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ; â çàêëþ÷åíèè V.3îáñóæäàþòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.Â ¾Çàêëþ÷åíèè¿ ñ�îðìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû.Â ¾Ïðèëîæåíèÿ¿ âûíåñåí ïîäðîáíûé âûâîä íåêîòîðûõ �îðìóë, ïðèâå-äåíèå êîòîðûõ â îñíîâíîì òåêñòå ïðåðûâàëî áû ñâÿçíîñòü èçëîæåíèÿ èç-çàèõ èçëèøíåé ãðîìîçäêîñòè.



Ñïèñîê èëëþñòðàöèé 9Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àëàñü â
• Ïðîâåðêå ãèïîòåçû Áàííåðà î òîì, ÷òî íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòåñïåêòðû åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñïåêòðû Ôèëëèïñà, èñêàæåííûå ý��åêòîìÄîïëåðà îò äëèííîâîëíîâîãî �îíà.
• Äåòàëüíîì èçó÷åíèè âëèÿíèÿ äèñêðåòíîé ñåòêè âîëíîâûõ ÷èñåë íà ðåçî-íàíñíûå âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé â ñëó÷àÿõ ãðàâèòàöèîííûõ è êàïèëëÿðíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòèãëóáîêîé æèäêîñòè.
• Ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé âîëííà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, ñîõðàíÿþùåé �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû.
• ×èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òóðáóëåíòíîñòè ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ïî-âåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè. Ïîëó÷åíèè ñëàáîòóðáóëåíòíûõ Êîëìîãî-ðîâñêèõ ñïåêòðîâ, õîðîøî ñîãëàñóþùèõñÿ ñ íàáëþäàåìûìè â ýêñïåðè-ìåíòå äàííûìè.
�àáîòà âûïîëíåíà â Èíñòèòóòå òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó�îññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé íà-ó÷íîé êîí�åðåíöèè InternationalWorkshop ¾Solitons, Collapses and Turbulen
e¿,ã. ×åðíîãîëîâêà, 2002, à òàêæå íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà òåîðåòè÷å-ñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �ÀÍ.Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî òðè ðàáîòû, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåíâ êîíöå äèññåðòàöèè.
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I. Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ âîëííà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè
�àññìîòðèì áåçâèõðåâîå ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ïëîòíîñòü æèäêî-ñòè ρ = 1. Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè φ ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþËàïëàñà:

△φ = 0, (I.1)â îáëàñòè ñî ñëåäóþùèìè ãðàíèöàìè:
−∞ < z < η(r), r = (x, y). (I.2)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë òàêîâû
∂η

∂t
+
∂φ

∂x

∂η

∂x
+
∂φ

∂y

∂η

∂y
=
∂φ

∂z

∣

∣

∣

∣

z=η

,
(

∂φ

∂t
+

1

2
(∇φ)2

)∣

∣

∣

∣

z=η

+ σ(
√

1 + (∇η)2 − 1) = 0,
(I.3)ïðè z = η, è:

φz|z=−∞ = 0, (I.4)ïðè z → −∞. Çäåñü η = η(x, y, t) ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.Ýíåðãèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé �óíêöèåé:
H = T + U,

T =
1

2

∫

d2r

η
∫

−∞

(∇φ)2dz, (I.5)
U = σ

∫

(
√

1 + (∇η)2 − 1)d2r +
1

2
g

∫

η2d2r, (I.6)ãäå σ � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-äåíèÿ. Â [7℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé. �àìèëü-òîíîâû ïåðåìåííûå â ýòîì ñëó÷àå � ýòî ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè η(x, y, t) è



11ïîòåíöèàë ñêîñðîòè íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ψ(x, y; t) = φ(x, y, η(x, y; t); t).Óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
∂η

∂t
=
δH

δψ
,

∂ψ

∂t
= −δH

δη
. (I.7)Ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå ýíåðãèè ïî êðóòèçíå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âû-ðàæåíèå äëÿ �àìèëüòîíèàíà:

H =
1

2

∫

(

σ|∇η|2 + gη2 + ψk̂ψ
)

d2r +
1

2

∫

η
[

|∇ψ|2 − (k̂ψ)2
]

d2r+

+
1

2

∫

η(k̂ψ)
[

k̂(η(k̂ψ)) + η△ψ
]

d2r.
(I.8)Çäåñü ââåäåí ëèíåéíûé îïåðàòîð k̂, ñóòü äåéñòâèÿ êîòîðîãî íà �óíêöèþ ñâî-äèòñÿ ê ñëåäóþùåìó: íàäî âçÿòü �óðüå-êîìïîíåíòû �óíêöèè, óìíîæèòü èõíà ìîäóëü k è âûïîëíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïî ïðè÷èíàì, êî-òîðûå ñòàíóò ïîíÿòíû ïîçäíåå (III.3), íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèåäî ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà (I.7) ïðèíèìàþò âèä:

η̇ = k̂ψ − (∇(η∇ψ)) − k̂[ηk̂ψ] + k̂(ηk̂[ηk̂ψ])+

+1
2△[η2k̂ψ] + 1

2 k̂[η
2△ψ],

ψ̇ = σ△η − gη − 1
2

[

(∇ψ)2 − (k̂ψ)2
]

− [k̂ψ]k̂[ηk̂ψ] − [ηk̂ψ]△ψ.
(I.9)Óäîáíî çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí â �óðüå-ãàðìîíèêàõ:

ψk =
1

2π

∫

ψre
ikrd2r, ηk =

1

2π

∫

ηre
ikrd2r. (I.10)×ëåíû ãàìèëüòîíèàíà ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

H = H0 +H1 +H2 + ...,

H0 =
1

2

∫

(|k||ψk|2 + σ|k|2|ηk|2 + g|ηk|2)dk,

H1 = − 1

4π

∫

Lk1k2
ψk1

ψk2
ηk3
δ(k1 + k2 + k3)dk1dk2dk3,

H2 =
1

16π2

∫

Mk1k2k3k4
ηk1
ψk2

ηk3
ψk4

δ(k1 + k2 + k3 + k4)dk1dk2dk3dk4,(I.11)Çäåñü ââåäåíû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
Lk1k2

= (k1k2) + |k1||k2|,
Mk1k2k3k4

= |k2||k4|
[

1

2
(|k1 + k2| + |k1 + k4|+

+|k3 + k2| + |k3 + k4|) − |k2| − |k4|] .
(I.12)



12Âñëåäñòâèå âåùåñòâåííîñòè �óíêöèé η è ψ èõ �óðüå-îáðàçû îáëàäàþò ñèì-ìåòðèåé ηk = η∗−k
. Ïîýòîìó óäîáíåå ââåñòè êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå:

ak =

√

ωk
2k
ηk + i

√

k

2ωk
ψk, (I.13)çäåñü ωk � ýòî çàêîí äèñïåðñèè âîëí:

ωk =
√

σk3 + gk. (I.14)×ëåíû �àìèëüòîíèàíà (I.11) ïðèíèìàþò âèä:
H0 =

∫

ωk|ak|2dk,

H1 =
1

6

1

2π

∫

Ek0

k1k2
(ak1

ak2
ak0

+ a∗
k1
a∗
k2
a∗
k0

)δ(k1 + k2 + k0)dk1dk2dk0+

+
1

2

1

2π

∫

Ck0

k1k2
(ak1

ak2
a∗
k0

+ a∗
k1
a∗
k2
ak0

)δ(k1 + k2 − k0)dk1dk2dk0,

H2 =
1

4

1

(2π)2

∫

Wk1k2k3k4
(ak1

ak2
ak3

ak4
+ a∗

k1
a∗
k2
a∗
k3
a∗
k4

)×
×δ(k1 + k2 + k3 + k4)dk1dk2dk3dk4+

+
1

4

1

(2π)2

∫

Fk1k2k3k4
(a∗

k1
ak2

ak3
ak4

+ ak1
a∗
k2
a∗
k3
a∗
k4

)×
×δ(k1 − k2 − k3 − k4)dk1dk2dk3dk4+

+
1

4

1

(2π)2

∫

Dk1k2k3k4
(ak1

ak2
a∗
k3
a∗
k4
δ(k1 + k2 − k3 − k4)dk1dk2dk3dk4.

(I.15)
Çäåñü ââåäåíû òàêèå îáîçíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ:

Ek0

k1k2
= V k0

k1k2
+ V k1

k0k2
+ V k2

k0k1
,

Ck0

k1k2
= V k0

k1k2
− V k1

−k0k2
− V k2

−k0k1
,

V k0

k1k2
=

√

ωk1
ωk2

k0

8k1k2ωk0

Lk1k2
,

Fk1k2k3k4
= Wk1,−k2,−k3,−k4

−W−k2,k1,−k3,−k4
+W−k3,−k2,k1,−k4

−
−W−k4,−k2,−k3,k1

,
Dk1k2k3k4

= Wk1,−k3,k2,−k4
+Wk3,−k1,k4,−k2

−
− (Wk1,k2,−k3,−k4

+Wk1,k2,−k4,−k3
+Wk2,k1,−k3,−k4

+Wk2,k1,−k4,−k3
) ,

Wk1k2k3k4
=

√

k1ωk2
k3ωk4

16ωk1
k2ωk3

k4
Mk1k2k3k4

.

(I.16)
Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ãðîìîçäêîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ �àìèëüòîíèàíà â òà-êèõ ïåðåìííûõ, ñìûñë êàæäîãî ÷ëåíà â âûðàæåíèè ( I.15) ÿñåí è ïîíÿòåí.



13×ëåí H0 îòâå÷àåò ëèíåéíîé ýâîëþöèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Âûðàæåíèå ñ H1îòâå÷àåò òðåõâîëíîâûì âçàèìîäåéñòâèÿì, â òîì ÷èñëå: ÷ëåí ñ Ek0

k1k2
äàåò ãå-íåðàöèþ âòîðîé ãàðìîíèêè, à ÷ëåí ñ Ck0

k1k2
îòâå÷àåò òðåõâîëíîâûì ïðîöåññàìðàñïàäà è ñëèÿíèÿ. Âûðàæåíèå ñ H2 ïðåäñòàâëÿåò ÷åòûðåõâîëíîâûå ïðîöåñ-ñû, à èìåííî: ÷ëåí ñWk1k2k3k4

äàåò ãåíåðàöèþ òðåòüåé ãàðìîíèêè, Fk1k2k3k4
�ðàñïàä è ñëèÿíèå îäíîé âîëíû â òðè, Dk1k2k3k4

� ðàññåÿíèå äâóõ âîëí â äâåâîëíû. Óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà â ýòèõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò âèä:
ȧk = −i δH

δa∗
k

= −iωkak−

− i

2

1

2π

∫

Ck

k1k2
ak1

ak2
δ(k1 + k2 − k)dk1dk2−

− i

2π

∫

Ck0

kk2
a∗
k2
ak0

δ(k + k2 − k0)dk2dk0−

− i

2

1

2π

∫

Ek

k1k2
a∗
k1
a∗
k2
δ(k1 + k2 + k)dk1dk2−

− i

(2π)2

∫

Wk1k2k3k
a∗
k1
a∗
k2
a∗
k3
δ(k1 + k2 + k3 + k)dk1dk2dk3−

− i

4

1

(2π)2

∫

Fkk2k3k4
ak2

ak3
ak4

δ(k − k2 − k3 − k4)dk2dk3dk4−

− i

4

3

(2π)2

∫

Fk1k2k3k
ak1

a∗
k2
a∗
k3
δ(k1 − k2 − k3 − k)dk1dk2dk3−

− i

2

1

(2π)2

∫

Dk1k2k3k
ak1

ak2
a∗
k3
δ(k1 + k2 − k3 − k)dk1dk2dk3.

(I.17)

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè âî ìíîæåñòâå èñòî÷íèêîâ (íàïðè-ìåð, [8, 9℄), â òîì ÷èñëå è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëó-áèíû [10℄.
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II. Âëèÿíèå ý��åêòà Äîïëåðà íàçàêîí äèñïåðñèè âîëí
Â íàó÷íîì ìèðå ñóùåñòâóåò äîëãàÿ äèñêóññèÿ î �îðìå, à òî÷íåå, î ïîêàçà-òåëå â ñòåïåííîì çàêîíå óáûâàíèÿ ¾õâîñòà¿ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âòàê íàçûâàåìîé ¾óíèâåðñàëüíîé îáëàñòè¿ ω & ωp, ãäå ωp � ýòî ÷àñòîòà ñïåê-òðàëüíîãî ìàêñèìóìà.Ñóùåñòâóþò äâå îñíîâíûõ òî÷êè çðåíèÿ. Ïåðâàÿ, ïðåäëîæåííàÿ Î.Ì. Ôèë-ëèïñîì â 1958 ãîäó [11℄, äàåò íàì â óíèâåðñàëüíîé îáëàñòè:

F (ω) ≃ αg2

ω5
, (II.1)ãäå α ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòîé, êîòîðàÿ, ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëü-íûì äàííûì, äîëæíà áûòü äîâîëüíî ìàëà: α ≃ 0.01. Âòîðàÿ òî÷êà çðåíèÿ,ââåäåííàÿ Çàõàðîâûì è Ôèëîíåíêî â 1966 ãîäó [1℄, äàåò íàì â óíèâåðñàëüíîéîáëàñòè ñëåäóþùèé ñïåêòð:

F (ω) ≃ βǫ
1

2gv

ω4
, (II.2)ãäå β � ýòî áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà, v � ñêîðîñòü âåòðà, ǫ ≃ ρa

ρw
� îòíîøåíèåïëîòíîñòåé îêåàíñêîé âîäû è àòìîñ�åðû.Ôîðìóëû (II.1) è (II.2) îñíîâûâàþòñÿ íà àáñîëþòíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ. Ñïåêòð Ôèëëèïñà (II.1) èìååò ìåñòî, åñëè ñïåêòð â âûñîêî÷à-ñòîòíîé îáëàñòè ãëàâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîÿâëåíèåì îñòðûõ ãðåáíåéè îáðóøåíèåì âîëí. Óðîâåíü íåëèíåéíîñòè, çàâèñÿùèé îò êðóòèçíû µ = ka,â ýòîì ñëó÷àå (ïî êðàéíåé ìåðå â îáëàñòè ãðåáíåé âîëí) ÷ðåçâû÷àéíî âûñîê� µ ≃ 0.315 (êðèòè÷åñêàÿ âîëíà Ñòîêñà).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïåêòð (II.2) ïîëó÷åí â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîé ñðåäíåéêðóòèçíû � µ ≪ 1. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè íà-áëþäåíèé. Îáû÷íî µ . 0.1.Ñëåäóÿ ýòîé òî÷êå çðåíèÿ, ñãåíåðèðîâàííûé âåòðîì âîëíîâîâîé àíñàìáëü



15îïèñûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Õàññåëüìàíà [12, 13℄:
∂N

∂t
= Snl + p+ + p−. (II.3)Ñïåêòð Çàõàðîâà-Ôèëîíåíêî ïîëó÷àåòñÿ êàê òî÷íîå ðåøåíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿóðàâíåíèÿ (II.3):
Snl = 0, (II.4)Ýòî êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé Êîëìîãîðîâñêîãî (ñòåïåííîãî) ñïåêòðà [8℄.Ìíîæåñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé [14, 15, 16, 17, 18℄, íà÷èíàÿñî çíàìåíèòîé ðàáîòû Òîáû [19℄, ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî â áîëüøèíñòâåñëó÷àåâ â îáëàñòè óìåðåííî âûñîêèõ ÷àñòîò ω

ωp
. 10 ÿñíî îáíàðóæèâàåòñÿñïåêòð Çàõàðîâà-Ôèëîíåíêî (II.2). Èíîãäà â îáëàñòè ÷ðåçâû÷àéíî âûñîêèõ÷àñòîò ω

ωp
≫ 10 íàáëþäàåòñÿ ñïåêòð Ôèëëèïñà (II.1).¾Óíèâåðñàëüíîñòü¿ ñïåêòðà ω−4 ñòàëà î÷åâèäíîé â ñåðåäèíå âîñüìèäåñÿ-òûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà. Â 1985, Î.Ì. Ôèëëèïñ, ¾îòåö¿ ñïåêòðà ω−5, îïóáëè-êîâàë ñòàòüþ [20℄ ñ ïðèçíàíèåì, ÷òî ñïåêòð (II.1) ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêîâ îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò è íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.Â îáëàñòè óìåðåííûõ ÷àñòîò ñïåêòð ω−4 óâåðåííî äîìèíèðóåò. Â ýòîé ñè-òóàöèè âîïðîñ �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ñïåêòðà F (ω) ∼ ω−4 ñòàíîâèòñÿî÷åíü âàæíûì. Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî ñïåêòðà äîñòà-òî÷íî î÷åâèäíî. Ýòî ïðîñòî ñëàáîòóðáóëåíòíûé ñïåêòð Çàõàðîâà-Ôèëîíåíêî.Îäíàêî ñóùåñòâóþò è äðóãèå îáúÿñíåíèÿ.Îäíî èç íèõ áûëî ïðåäëîæåíî Ôèëëèïñîì â [20℄. Îí ïðåäïîëîæèë, ÷òîñïåêòð ω−4 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì áàëàíñà âñåõ òðåõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè (II.3).

Snl ≃ p+ + p−. (II.5)Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âðÿä ëè ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ñåðüåçíàÿ òåîðèÿ,òàê êàê âèä p− òî÷íî íå èçâåñòåí. Ñóùåñòâóþò òîëüêî ãðóáûå ýìïèðè÷åñêèå�îðìóëû. Òåì íå ìåíåå, â óïîìÿíóòîé ñòàòüå ýòî âûðàæåíèå áûëî âûáðàííîâ �îðìå, äàþùåé íàì áàëàíñ â (II.5). Íî äëÿ ýòîãî íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé.Äðóãîå îáúÿñíåíèå áûëî ïðåäëîæåíî Áàííåðîì [21℄ è ðàçâèòî Äîíåëàíîì[17℄. Îíè ðàññìàòðèâàþò ñïåêòð ω−4 êàê àðòå�àêò íàáëþäåíèé â ðåçóëüòàòåÄîïëåðîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû êîðîòêèõ âîëí �îíîâûìè òîêàìè äëèííûõâîëí.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð êîðîòêèõ âîëí Φ(k) èçâåñòåí.Êàê ïîëó÷èòü èõ ÷àñòîòíûé ñïåêòð F (ω), èñïîëüçóÿ òîëüêî Φ(k)? Îáû÷íîïîëàãàþò, ÷òî âîëíû ïîä÷èíÿþòñÿ ëèíåéíîìó äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ. Â



16ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðîñòîå âûðàæåíèå:
F (ω) =

∫

Φ(k)δ(ω − ω(k))dk.Îäíàêî â ïðèñóòñòâèè äëèííûõ âîëí çàêîí äèñïåðñèè êîðîòêèõ âîëí èçìåíÿ-åòñÿ âñëåäñòâèå ý��åêòà Äîïëåðà íà �îíå ïîëÿ ñêîðîñòåé v äëèííîâîëíîâîéêîìïîíåíòû:
ω(k) → ω(k) + (kv). (II.6)Â ñòàòüå Ôèëëèïñà [22℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàæå â ñëó÷àå íèçêîé êðóòèç-íû ý��åêò Äîïëåðà ìîæåò áûòü âàæíûì â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè. Âïåð-âûå äàííûé ý��åêò áûë ðàññìîòðåí â õîðîøî èçâåñòíîé ñòàòüå [23℄, ãäå vïðåäïîëàãàëàñü ñëó÷àéíîé �óíêöèåé îò âðåìåíè. Íà ñàìîì äåëå, ýòî êâàçè-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñî ñëó÷àéíîé îãèáàþùåé. Â äàííîé ãëàâå ìû óïðî-ñòèëè çàäà÷ó, ñ÷èòàÿ v ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìûèçó÷àåì èçìåíåíèå ñïåêòðà â ïðèñóòñòâèè äëèííîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîë-íû. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå äåëàåò âîçìîæíûì ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêîé òåîðèèâïëîòü äî òî÷íûõ �îðìóë.Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí êîëè÷åñòâåííîé òåîðèè ýòîãî, âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ,âàæíîãî ÿâëåíèÿ. Ìû ðàññìîòðèì åãî â î÷åíü óïðîùåííîì âèäå, ïðåäïîëà-ãàÿ v ñèíóñîèäàëüíîé �óíêöèåé îò âðåìåíè. Òî åñòü, ïðåäïîëàãàÿ äëèííóþâîëíó ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîé. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ñëèøêîì íåðåàëüíî.Íåñîìíåííî, îíî äàåò ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû.Â ðàçäåëå II.1 ìû ââîäèì îáùèå îáîçíà÷åíèÿ (ñëåäóÿ ñòàòüå Ôèëëèïñà). ÂII.2 âûâåäåíà îáùàÿ �îðìóëà äëÿ ñïåêòðà â ïðèñóòñòâèè ý��åêòà Äîïëåðà.Áîëåå óäîáíûé äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê íàáîð áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõââåäåí â II.3. Â ðàçäåëå II.4 ìû èññëåäóåì âàæíûé ñëó÷àé äèñïåðñèîííîãîçàêîíà ω2 = gk (¾ãðàâèòàöèîííûé âîëíû íà ãëóáîêîé âîäå¿); çäåñü g � óñêî-ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, k � âîëíîâîå ÷èñëî, ðàâíîå 2π/λ. Â II.5 ïîìåùåíû÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. �àçäåë II.6 ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷åíèåì.Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ìàëîé êðóòèçíû µ ≃ 0.1, ý��åêò Äîïëåðà îêàçûâàåò-ñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúÿñíèòü ÷åòêî íàäáëþäàåìóþ ðàçíèöóñïåêòðà Ôèëëèïñà ω−5 è íàáëþäàåìûõ ðåçóëüòàòîâ â óíèâåðñàëüíîé îáëàñòè÷àñòîò ω/ωp . 5 − 10. Ýòîò �àêò äåëàåò ñëèøêîì äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèåèçáûòî÷íûì.Îäíàêî íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðè áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ Äîïëåðîâ-ñêèé ñäâèã ÷àñòîòû ìîæåò ñòàòü î÷åíü âàæíûì. Òåì íå ìåíåå, ýòîò �àêòíå ìîæåò ïîâëèÿòü íà èíòåðïðåòàöèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â îáëà-ñòè óìåðåííûõ ÷àñòîò. Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, åäèíñòâåííîå ïîñëåäîâàòåëü-íîå òîëêîâàíèå íàáëþäàåìîãî ñïåêòðà ω−4 ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè åãî êàê



II.1 Ôîðìóëèðîâàíèå çàäà÷è è îáîçíà÷åíèÿ 17ñëàáîòóðáóëåíòíîãî Êîëìîãîðîâñêîãî ñïåêòðà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðÿìûåèçìåðåíèÿ [24℄ ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà Φ(k) =< |ηk|2 > ïîñðåäñòâîì ëà-çåðíîãî ñêàíèðîâàíèÿ è �îòîãðà�èðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè îêåàíà, àáñîëþòíîèñêëþ÷àþùèå âëèÿíèå ý��åêòà Äîïëåðà, äàþò íàì â äèàïàçîíå óìåðåííûõâîëíîâûõ ÷èñåë îæèäàåìûé ðåçóëüòàò
Φ(k) ∼ k−7/2.Ýòîò �àêò ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷àñòîòíûì ñïåêòðîì F (ω) ∼ ω−4 â îòñóòñòâèå Äî-ïëåðîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû.II.1. Ôîðìóëèðîâàíèå çàäà÷è è îáîçíà÷åíèÿÑëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì Ôèëëèïñà, âîëíîâîé ñïåêòð äëÿ îäíîðîäíîãî ñòàöèî-íàðíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü ââåäåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X(k, ω) = (2π)−3

∫

+∞
∫

−∞

ρ(r, t) exp[−i(kr− ωt)]drdt, (II.7)ãäå ρ(r, t) = η(x, t0)η(x + r, t0 + t) ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿòîðîì ñìåùåíèÿ ïîâåðõ-íîñòè η(x, t), r � âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî ñìåùåíèÿ, t � ïðîìåæóòîê âðå-ìåíè, k =
−−−−→
(k1, k2) =

−−−→
(k, θ) � âîëíîâîé âåêòîð ( àëüòåðíàòèâíî ïðåäñòàâëåí-íûé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ) è ω � ýòî ÷àñòîòà â ðàäèàíàõ. Î÷åâèäíî, ÷òîäàííîå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüåñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé

〈η(k, ω)η∗(k′, ω′)〉 = X(k, ω)δk−k′δω−ω′, (II.8)
X(−k,−ω) = X(k, ω).Óäîáíî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå ñïåêòðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óïðîùåííûìèïðåäñòàâëåíèÿìè óðàâíåíèÿ (II.7)
Φ(k) = 2

+∞
∫

0

X(k, ω)dω, (II.9)
F (ω) = 2

2π
∫

0

+∞
∫

0

X(k, ω)kdkdθ. (II.10)



II.1 Ôîðìóëèðîâàíèå çàäà÷è è îáîçíà÷åíèÿ 18Â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî âûðàçèòü F (ω) â òåðìèíàõ Φ(k). Ñóùåñòâóåòìíîæåñòâî ñëîæíûõ ìåõàíèçìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ êîðîòêèõ è äëèííûõ âîëí.Îíè áûëè äåòàëüíî ðàññìîòðåííû â ñòàòüå [22℄ â îêðåñòíîñòè ñïåêòðàëüíîãîïèêà ÷àñòîòû ωp. Ñîãëàñíî ýòîé ðàáîòå, â ñëó÷àå ìàëîé êðóòèçíû (ìàëûå àì-ïëèòóäû ïðè óìåðåííûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ) ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ÿâëåíèåìèçìåíÿþùåãîñÿ ý��åêòèâíîãî óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ êàê ý��åêòîìñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè è îãðàíè÷èòü íàø àíàëèç òîëüêî âëèÿíèåì ý�-�åêòà Äîïëåðà êàê íàèáîëåå âàæíîãî. Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ìîæåòïîñëóæèòü ìîòèâîì äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòüëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå:
X(k, ω) = Φ(k) (δ(ω − ωk) + δ(ω + ωk)) , (II.11)ãäå ωk = ω(k) � äèñïåðñèîííûé çàêîí è δ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà. Òåïåðüìîæíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (II.10) â ñëåäóþùåì âèäå:

F (ω) = 2

2π
∫

0

+∞
∫

0

Φ(k, θ) (δ(ω − ωk) + δ(ω + ωk)) kdkdθ. (II.12)Ïîìíèì, ÷òî ωk > 0:
F (ω) = 2

+∞
∫

0

2π
∫

0

Φ(k, θ)δ(ω − ωk)dθkdk. (II.13)Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ δ-�óíêöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü:
F (ω) =

2k

|ω′(k)|

2π
∫

0

Φ(k, θ)dθ,

k = k(ω),

(II.14)ãäå k(ω) � ýòî �óíêöèÿ îáðàòíàÿ ω(k).Â ñëó÷àå ãëóáîêîé âîäû ω =
√
gk

k =
ω2

g
, ω′(k) =

1

2

√

g

k
=

1

2

g

ω

F (ω) =
4ω3

g2

2π
∫

0

Φ

(

ω2

g
, θ

)

dθ. (II.15)



II.2 Ñïåêòð â ïðèñóòñòâèè ý��åêòà Äîïëåðà 19Äëÿ èçîòðîïíîãî ñïåêòðà (Φ(k, θ) = Φ(k))
F (ω) =

8πω3

g2
Φ

(

ω2

g

)

. (II.16)Äëÿ ñèëüíî àíèçîòðîïíîãî ñïåêòðà (Φ(k, θ) = Φ(k)δ(θ − θ0))
F (ω) =

4ω3

g2
Φ

(

ω2

g

)

. (II.17)Åñëè ñïåêòð îïðåäåëÿåòñÿ ðàçðûâíîñòüþ ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé, âû-çâàííîé îáðóøåíèåì âîëí (¾áàðàøêè¿) [11℄, ìû ïîëó÷àåì:
η ≃ 1

k2
,Φ(k) ≃ 1

k4
. (II.18)Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå, ïîäñòàâëÿÿ (II.18), â óðàâíåíèå (II.16) èìååì:

F (ω) = 8πα
g2

ω5
. (II.19)Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ (II.17) äàþò íàì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

F (ω) = 4α
g2

ω5
. (II.20)Çäåñü α � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ êîíñòàíòà Ôèëëèïñà.Åñëè ¾áàðàøêè¿ ïîÿâëÿþòñÿ íà áîëüøèíñòâå ãðåáíåé âîëí, α íå äîëæíàáûòü ñëèøêîì ìàëîé (α ≃ 0.1). Ëþáûå ïîïûòêè ïîäîãíàòü (II.19) èëè (II.20)ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì äàþò äëÿ α çíà÷åíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, íà îäèíïîðÿäîê ìåíüøå.II.2. Îáùàÿ �îðìóëà äëÿ ñïåêòðà â ïðèñóòñòâèèý��åêòà Äîïëåðà�àññìîòðèì âîëíû íà �îíå ïåðèîäè÷åñêîãî òîêà v(t) ïîä ïîâåðõíîñòüþ. Ïðè-íèìàÿ â ðàññìîòðåíèå ý��åêò Äîïëåðà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ïîäñòà-íîâêó:

ω(k) −→ ω(k) + kv(t).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò òîê îïèñûâàåòñÿ îäíîìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé �óíê-öèåé:
v(t) = v cosω0t.



II.2 Ñïåêòð â ïðèñóòñòâèè ý��åêòà Äîïëåðà 20Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïåðåïèñàòü íàøó ïîäñòàíîâêó â ñëåäóþùåì âèäå:
ωk −→ ω(k) + kv cos(ω0t) cosψ,ãäå ψ � ýòî óãîë, îáðàçóåìûé âåêòîðàìè k è v. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæ-íî ïîëîæèòü ψ = θ. Èñïîëüçóÿ ýòó ïîäñòàíîâêó, ìîæíî çàïèñàòü ñðåäíååçíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (II.13) â òàêîì âèäå:

F (ω) =
2

T

T
∫

0

+∞
∫

0

2π
∫

0

Φ(k, θ)δ(ω − ω(k) − kv cos(ω0t) cos θ)dθkdkdt, (II.21)çäåñü T � ýòî ïåðèîä, ðàâíûé 2π/ω0. Ïîëåçíî ñíà÷àëà óñðåäíèòü ïî t. Îáî-çíà÷èì èñêîìûé ìíîæèòåëü ê èíòåãðàëó êàê M :
M =

1

π

T
∫

0

δ(ω − kv cosω0t cos θ − ωk)d(ω0t).Ïðèñóòñòâèå δ-�óíêöèè â ýòîì âûðàæåíèè äàåò íàì óðàâíåíèå:
ω − ωk = kv cos θ cos(ω0t0). (II.22)Ýòî óðàâíåíèå èìååò òàêèå êîðíè:
ω0t0 = ± arccos

ω − ωk
kv cos θ

, (II.23)êîãäà óäîâëåòâîðåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
∣

∣

∣

∣

ω − ωk
kv cos θ

∣

∣

∣

∣

< 1. (II.24)
M =

2

π|kv cos θ sin(ω0t0)|
.Èñïîëüçóÿ (II.23) è ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîæèòåëü:

M =
2

π

∣

∣

∣

∣

kv cos θ
√

1 − (ω−ωk)2

k2v2 cos2 θ

∣

∣

∣

∣

=
2

π
√

k2v2 cos2 θ − (ω − ωk)2
. (II.25)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (II.21), ïîëó÷àåì:

F (ω) =
2

π

+∞
∫

0

2π
∫

0

Φ(k, θ)dθkdk
√

k2v2 cos2 θ − (ω − ω(k))2
. (II.26)Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî âûáèðàòü òàê, ÷òî-áû âûïîëíèòü íåðàâåíñòâî (II.24).



II.3 Óäîáíûé íàáîð áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ 21II.3. Óäîáíûé íàáîð áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõÓäîáíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ è êîíñòàíòó:
ζ =

kv2

g
, dk =

g

v2
dζ, λ =

vω

g
. (II.27)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ζ � ýòî áåçðàçìåðíûé àíàëîã k, è λ � òî æå ñàìîå äëÿ ω. Âýòèõ ïåðåìåííûõ ñïåêòð (II.26) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé îòíîñèòåëüíî ïðîñòîéâèä:

F (λ) =
2

π

g

v3
B

+∞
∫

0

2π
∫

0

Φ(ζ, θ)dζdθ
√

cos2 θ −
(

λ−λk

ζ

)2
, (II.28)çäåñü B � ýòî êîíñòàíòà, êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè k →

ζ â Φ(k). Äëÿ ñëó÷àÿ ñïåêòðà Ôèëëèïñà (II.18) ýòà êîíñòàíòà ðàâíà B =

αv8/g4.Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîíñòàíòû λ ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîíÿòíûì, åñëè ïðåîá-ðàçîâàòü åå ê ñëåäóþùåìó âèäó:
λ =

ω

ωp

v

cp
, (II.29)çäåñü ωp = g/cp � ýòî ÷àñòîòà ñïåêòðàëüíî ïèêà (ýòî åäèíñòâåííûé ¾÷à-ñòîòíûé¿ ìàñøòàá â ìîäåëè) è cp � �àçîâàÿ ñêîðîñòü. Îòíîøåíèå ǫ = v/cpñîãëàñíî [21℄ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 0.05.Äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíî àíèçîòðîïíîãî ñïåêòðà (Φ(k, θ) = Φ(k)δ(θ)) ìîæíîëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé: â (II.28):

F (λ) =
2

π

g

v3
B

+∞
∫

0

Φ(ζ)dζ
√

1 −
(

λ−λk

ζ

)2
. (II.30)

Åñëè ñïåêòð èçîòðîïíûé (Φ(k, θ) = Φ(k)), òî âñå ñòàíîâèòñÿ íåìíîãî ñëîæ-íåå. Ñëåäóÿ (II.28), ïîëó÷àåì:
F (λ) =

8

π

g

v3
B

+∞
∫

0

Φ(ζ)dζ

π/2
∫

0

dθ
√

cos2 θ −
(

λ−λk

ζ

)2
, (II.31)



II.4 Ñëó÷àé ãëóáîêîé âîäû 22Àíàëèç ÷àñòè, ñîäåðæàùåé θ, äàåò:
π/2
∫

0

dθ
√

cos2 θ −
(

λ−λk

ζ

)2
=

=
1

√

1 −
(

λ−λk

ζ

)2
K











1
√

1 −
(

λ−λk

ζ

)2











=

= K





√

1 −
(

λ− λk
ζ

)2


 + iK

(

λ− λk
ζ

)

, (II.32)çäåñüK � ýòî ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Èñïîëüçóÿ íåðà-âåíñòâî (II.24) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (II.32) â (II.31), ïîëó÷àåì
F (λ) =

8

π

g

v3
B

+∞
∫

0

Φ(ζ)dζK





√

1 −
(

λ− λk
ζ

)2


 . (II.33)Âûðàæåíèÿ (II.30) è (II.33) âåðíû ïðè ïðîèçâîëüíîì äèñïåðñèîííîì ñîîòíî-øåíèè λk = ω(k)v/g.II.4. Ñëó÷àé ãëóáîêîé âîäûÄëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ èçîòðîïíîãî ñïåêòðà (ýòîò ñëó÷àé áîëåå ñëîæåí,ïîýòîìó èçó÷èì âíà÷àëå åãî, à çàòåì âûïîëíèì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿñèëüíî àíèçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ) ìû äîëæíû ÿâíî ââåñòè çàêîí äèñïåðñèè. �àñ-ñìîòðèì ñëó÷àé ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäå êàê, ïî íàøåìó ìíå-íèþ, íàèáîëåå âàæíûé. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ωk â ýòîì ñëó÷àå òàêîâî: ωk =√
gk èëè λk =

√
ζ. Ïîýòîìó:

F (λ) =
8

π

g

v3
B

+∞
∫

0

Φ(ζ)dζK





√

1 −
(

λ−
√
ζ

ζ

)2


 . (II.34)Òåïåðü ìû äîëæíû ïðèíÿòü âî âíèìàíèå óñëîâèå (II.24):
ζ2 −

(

λ−
√

ζ
)2

≥ 0. (II.35)



II.4 Ñëó÷àé ãëóáîêîé âîäû 23�åøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì:
y1,2 =

1

2
±

√

1

4
− λ,

y3,4 = −1

2
±

√

1

4
+ λ,

(II.36)çäåñü y =
√
ζ, y ≥ 0, îòêóäà ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò ñëåäóþ-ùèå îáëàñòè:

when λ ≤ 1

4
,

F (λ) =
8

π

g

v3
B











(

1

2
−
√

1

4
−λ

)2

∫

(

− 1

2
+
√

1

4
+λ

)2

Φ(ζ)K





√

1 −
(

λ−
√
ζ

ζ

)2


 dζ +

+

+∞
∫

(

1

2
+
√

1

4
−λ

)2

Φ(ζ)K





√

1 −
(

λ−
√
ζ

ζ

)2


 dζ











; (II.37)
when λ >

1

4
,

F (λ) =
8

π

g

v3
B

+∞
∫

(

− 1

2
+
√

1

4
+λ

)2

Φ(ζ)dζK





√

1 −
(

λ−
√
ζ

ζ

)2


 . (II.38)Èññëåäóåì îñîáûé ñëó÷àé, êîãäà Φ(ζ) áûñòðî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ êàê, íà-ïðèìåð, ñïåêòð Ôèëëèïñà Φ(ζ) = 1/ζ4. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì îãðàíè÷èòü-ñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ïåðâîãî ÷ëåíà â ( II.37) ïðè λ < 1/4. Âû÷èñëåíèåðàçëîæåíèÿ ñïåêòðà, ðàñïîëîæåíîå â ïðèëîæåíèè .1, äàåò (.20) ñëåäóþùèéðåçóëüòàò:
Fi(λ) = Fi0(1 +

1

4
λ2 + ...), (II.39)çäåñü

Fi0 = 8πα
v5

g3

1

λ5
, (II.40)ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ñïåêòð Ôèëëèïñà äëÿ èçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ (II.19) â îò-ñóòñòâèå ý��åêòà Äîïëåðà.



II.4 Ñëó÷àé ãëóáîêîé âîäû 24Äëÿ ñèëüíî àíèçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ ìû èñïîëüçóåì òîò æå ñàìûé ïîäõîä,íî âñå âû÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ïðîùå. Îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâó-þùèå (II.37) è (II.38), ñëåäóþùèå:
when λ ≤ 1

4
,

F (λ) =
2

π

g

v3
B











(

1

2
−
√

1

4
−λ

)2

∫

(

− 1

2
+
√

1

4
+λ

)2

Φ(ζ)
dζ

√

1 −
(

λ−√
ζ

ζ

)2
+

+

+∞
∫

(

1

2
+
√

1

4
−λ

)2

Φ(ζ)dζ
√

1 −
(

λ−√
ζ

ζ

)2











; (II.41)
when λ >

1

4
,

F (λ) =
2

π

g

v3
B

+∞
∫

(

− 1

2
+
√

1

4
+λ

)2

Φ(ζ)dζ
√

1 −
(

λ−√
ζ

ζ

)2
. (II.42)Ïîäðîáíûé àíàëèç äàííîãî ñëó÷àÿ, ïðèâåäåííûé â ïðèëîæåíèè .1, äàåò(.22) íàì òàêóþ �îðìóëó

Fa(λ) = Fa0(1 +
1

2
λ2 + ...), (II.43)çäåñü

Fa0 = 4α
v5

g3

1

λ5
, (II.44)÷òî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñïåêòð Ôèëëèïñà äëÿ ñèëüíî àíèçîòðîïíîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ (II.20) â îòñóòñòâèå ý��åêòà Äîïëåðà.Ïîïðîáóåì îöåíèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Êàêáûëî ââåäåíî â (II.29), ìû ìîæåì çàïèñàòü:

λ =
ω

ωp

v

cp
≤ 1

4
.Ñëåäóÿ [21℄, ìû áåðåì ǫ = v/cp = 0.05. Îòêóäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðà-âåíñòâî:

ω ≤ 5ωp. (II.45)



II.5 �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 25Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äîñòàòî÷íî øèðîêîé îáëàñòè ÷àñòîò ìû íå ìîæåì ðàñ-ñìàòðèâàòü ñïåêòð ω−4 êàê àðòå�àêò íàáëþäåíèé, îáóñëîâëåííûé ý��åêòîìÄîïëåðà, òàê êàê äàííûé ý��åêò äàåò ëèøü ìàëóþ ïîïðàâêó (âòîðîãî ïî-ðÿäêà ìàëîñòè).II.5. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿÈíòåãðàëû (II.37), (II.38), (II.41) è (II.42) ìîãóò áûòü ñîñ÷èòàíû ìåòîäàìèâû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Ñïåêòðû, îòíîðìèðîâàííûå íà èõ çíà÷åíèÿ âîòñóòñòâèå ý��åêòà Äîïëåðà, ïðåäñòàâëåíû íà �èñ. II.1.
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�èñ. II.1. Îòíîøåíèå âû÷èñëåííûõ ñïåêòðîâ F ê ñïåêòðó Ôèëëèïñà êàê �óíêöèÿ áåçðàç-ìåðíîé ïåðåìåííîé λ. Ñïåêòð F íà÷èíàåò îòêëîíÿòüñÿ îò ñïåêòðà Ôèëëèïñà òîëüêî ïðè

λ ∼ 0.4Âèäíî, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè ñïåêòðà íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì,ñëåäîâàòåëüíî ý��åêò Äîïëåðà íå ìîæåò ïîìî÷ü íàì ïðåîáðàçîâàòü ñïåêòð
ω−5 â íàáëþäàåìûé ñïåêòð ω−4. Íàèáîëåå ïîêàçàòåëüíî ýòî äåìîíñòðèðóåòãðà�èê ëîãàðè�ìà F (λ) êàê �óíêöèè îò ëîãàðè�ìà λ, ïðåäñòàâëåííûé íà�èñ. II.2. Ëèíèè âû÷èñëåííûõ ñïåêòðîâ ïðàêòè÷åñêè ïàðàëëåëüíû ëèíèè,ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðó Ôèëëèïñà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòåïåíü ÷àñòîòû òàæå ñàìàÿ è ðàâíà −5. Îòñþäà ìû ìîæåì ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî â ýòîé
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�èñ. II.2. Ëîãàðè�ì âû÷èñëåííîãî ñïåêòðà F è ñïåêòð Ôèëëèïñà êàê �óíêöèÿ ëîãàðè�ìàáåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé λ.îáëàñòè ÷àñòîò ý��åêò Äîïëåðà íå ìîæåò èñêàçèòü ñïåêòð Ôèëëèïñà ω−5 äîíàáëþäàåìîãî ñïåêòðà ω−4.II.6. Çàêëþ÷åíèåÍàëè÷èå ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîäõîäîâ êèíòåðïðåòàöèè ñïåêòðîâ âåòðîâîãî âîëíåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà ïîñëó-æèëî ìîòèâîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè Ôèëëèïñà â ïðèñóòñòâèè ý��åêòàÄîïëåðà. Îáû÷íàÿ ìîäåëü Ôèëëèïñà äàåò ðåçóëüòàòû, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþ-ùèåñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ñëåäóÿ ïðåäïîëîæåíèÿì Áàííåðà [21℄,ìû ïîëó÷èëè îáùóþ �îðìóëó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñïåêòðà â ïðèñóòñòâèè ý�-�åêòà Äîïëåðà. Èñïîëüçóÿ ýòó �îðìóëó, ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè âëèÿíèå Äî-ïëåðîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû íà ñïåêòð ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäåâ èçîòðîïíîì è ñèëüíî àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå. Ôîðìû ñïåêòðîâ áûëè òàêæåïîëó÷åíû ÷èñëåííî äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà ÷àñòîò.Àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äàþò íàì îñíîâàíèÿ ãîâîðèòü î



II.6 Çàêëþ÷åíèå 27íåäîñòàòî÷íîñòè ìåõàíèçìà ý��åêòà Äîïëåðà äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðàñõîæäåíèÿìåæäó ñïåêòðîì Ôèëëèïñà è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Àíàëèòè÷åñêèåîöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî èñêàæåíèå ñïåêòðà, áëàãîäàðÿ Äîïëåðîâñêîìó ñäâè-ãó ÷àñòîòû, ïðåíåáðåæèìî ìàëî â îáëàñòè óìåðåííûõ ÷àñòîò ω < 5ωp. �å-çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ñ÷åòà äàþò íàì ñïåêòð ω−5 ïî êðàéíåé ìåðå äî ÷àñòîò
∼ 10ωp.Ñîãëàñíî ñóùåñòâóþùèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ìîæíî çàêëþ÷èòü,÷òî ìîäåëü �îðìèðîâàíèÿ ñïåêòðîâ, ââåäåííàÿ Ôèëëèïñîì, íå äàåò ðåçóëü-òàòîâ, ñõîäíûõ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè äàæå â ïðèñóòñòâèèý��åêòà Äîïëåðà.
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III. Ìîäåëèðîâàíèå ðåçîíàíñíûõâçàèìîäåéñòâèé íà äèñêðåòíîéñåòêå
Îäíèì èç êðàåóãîëüíûõ êàìíåé â òåîðèè ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðå-çîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå âîëí. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [34℄ è ðàçâèòî â[33℄, óñëîâèÿ ðåçîíàíñà íà õàðàêòåðíîé äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåòîâ äèñêðåò-íîé ñåòêå íå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû òî÷íî. Îäíàêî, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,â íàñòîÿùèé ìîìåíò ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-íèé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé. Ýòî îäèí èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ ïðîâåðêèïðàâèëüíîñòè ïðåäïîëîæåíèé è äîïóùåíèé, â ðàìêàõ êîòîðûõ áûëà ïîëó÷åíàòåîðèÿ ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè. Ïîýòîìó ïåðåä íàìè ñ î÷åâèäíîñòüþ âñòàþòñëåäóþùèå âîïðîñû:

• Êàê äèñêðåòíàÿ ñåòêà âîëíîâûõ ÷èñåë â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè âëè-ÿåò íà ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå?
• Ìîæåò ëè íåëèíåéíûé ñäâèã ÷àñòîòû óøèðèòü ðåçîíàíñíîå ìíîæåñòâîòàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèñêðåòíîñòü ïåðåñòàëà áûòü âàæíîé?Â äàííîé ãëàâå ìû èçó÷èì ýòè âîïðîñû äëÿ êàïèëëÿðíûõ è ãðàâèòàöèîííûõâîëí íà ïîâåðõíîñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû.Â ðàçäåëå III.1 ìû çàïèøåì äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íà äèñêðåòíîé ñåò-êå. Ñëó÷àé êàïèëëÿðíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé âîäû ðàññìîòðåí âðàçäåëå III.2. Ïðîèçâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðåçîíàíñíîãî ðàñïàäàìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû. Ïîëó÷åíà êàðòèíà âòîðè÷íûõ ðàñïàäîâ, �îðìè-ðóþùèõ Êîëìîãîðîâñêèé êàñêàä. Â ðàçäåëå III.3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäå-ëèðîâàíèÿ ðàñïàäà ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ãðàâèòàöèîííîé âîëíû íà ïîâåðõíî-ñòè áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé èäåàëüíîé æèäêîñòè. Â çàêëþ÷åíèè III.4 ïðèâåäåíàíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è âûâîäû, âàæíûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîéìîäåëè ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí.



III.1 Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íà äèñêðåòíîé ñåòêå 29III.1. Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íà äèñêðåòíîé ñåòêå�àññìîòðèì äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (I.17) â ïåðèîäè÷åñêîé îáëàñòè ñ ëèíåé-íûìè ðàçìåðàìè Lx è Ly. Åñëè ìû íàõîäèìñÿ íà äèñêðåòíîé ñåòêå ñ êîëè÷å-ñòâîì òî÷åê ïî íàïðàâëåíèÿì Nx è Ny ñîîòâåòñòâåííî, òî âîëíîâîé âåêòîð èêîîðäèíàòíûé ðàäèóñ âåêòîð ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê:
k =

(

2π

Lx
kx,

2π

Ly
ky

)

, r =

(

Lx
Nx

rx,
Ly
Ny
ry

)

, (III.1)ãäå ki ïðîáåãàåò äèñêðåòíûé ðÿä çíà÷åíèé îò −Ni/2 äî Ni/2, à ri � îò 0 äî
Ni. Ñîîòâåòñòâåííî, âñå çíàêè èíòåãðèðîâàíèÿ çàìåíÿòñÿ íà çíàêè ñóììèðî-âàíèÿ, à δ-�óíêöèÿ Äèðàêà � íà åå äèñêðåòíûé àíàëîã, ñèìâîë Êðîíåêåðà
△. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåì ïèñàòü ïðîñòî çíàê ñóììû ∑, ïîäðàçó-ìåâàÿ, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïîâòîðÿþùèìñÿ ñèìâîëàì.Òîãäà ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ (I.17) â ñëåäóþùåì âèäå:
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(III.2)

Óäîáíî èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíîãî ÷ëåíà ïîäñòàíîâêîé:
ak = Ake

iωkt. (III.3)



III.2 Êàïèëëÿðíûå âîëíû 30Â ýòèõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:
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(III.4)
Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî âðåìåíè çà íåêî-òîðûé �èêñèðîâàííûé ïðîìåæóòîê, òî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëü-øèé âêëàä â àìïëèòóäó âîëíû äàäóò òå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ, êîòîðûå áóäóòèìåòü íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü â ýêñïîíåíòå. Â íåïðåðûâíîé ñðåäå ìû ìîæåìâûáðàòü âîëíû òàê, ÷òîáû çàíóëèòü ýòè ïîêàçàòåëè òî÷íî. Îäíàêî íà äèñ-êðåòíîé ñåòêå âîëíîâûõ âåêòîðîâ ñäåëàòü ýòî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî çàêîíàäèñïåðñèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ. Çàìåòèì, ÷òî ÷ëåíû, îòâå÷àþùèå çà ãå-íåðàöèþ êðàòíûõ ãàðìîíèê, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ çàêîíîâ äèñïåðñèè äàþòïîêàçàòåëè, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ îò íóëÿ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìûèõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ óäîáíî ðåøàòü â îáëàñòè ñ ëè-íåéíûìè ðàçìåðàìè Lx = Ly = 2π. Â ýòîì ñëó÷àå âñå �îðìóëû ñóùåñòâåííîóïðîùàþòñÿ, à ïðîåêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà kx è ky, ñîîòâåòñòâåííî (III.1),ïðèíèìàþò òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî âû-áîð ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ íèñêîëüêî íå âëèÿåò íà óíèâåðñàëüíîñòü ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ, òàê êàê îí ïðèâåäèò ëèøü ê ïåðåíîðìèðîâêå âðåìåíè, ïðè �èê-ñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ êîíñòàíòàõ.III.2. Êàïèëëÿðíûå âîëíûÂ ñëó÷àå êàïèëëÿðíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé æèäêîñòèçàêîí äèñïåðñèè èìååò âèä:

ωk =
√
σk3, (III.5)



III.2 Êàïèëëÿðíûå âîëíû 31çäåñü σ � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòè.�àññìîòðèì òðåõâîëíîâîé ïðîöåññ, îòâå÷àþùèé ðàñïàäó è ñëèÿíèþ âîëí.Óñëîâèÿ ðåçîíàíñà, ñëåäóþùèå èç (III.4), âûðàæàþòñÿ òàê:
ωk1

+ ωk2
= ωk0

, k1 + k2 = k0. (III.6)Â äàííîì ñëó÷àå, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, áóäåì ãîâîðèòü î ðàñïàäå âîëíû Ak0â äâå âîëíû Ak1
è Ak2

. �åçîíàíñíîå ìíîãîîáðàçèå (III.6) äëÿ ðàñïàäà:
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)

,

k1 =
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)

, k2 =
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kx
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)

.
(III.7)

ïðèâåäåíî íà �èñ. III.1. Óðàâíåíèå (III.4) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ
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ky�èñ. III.1. �åçîíàíñíîå ìíîæåñòâî äëÿ k0 = 68.



III.2 Êàïèëëÿðíûå âîëíû 32äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
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(III.8)
Çäåñü ââåäåíà ðàññòðîéêà Ωk0

k1k2
= ωk1

+ ωk2
− ωk0

. Ïóñòü Ak1
, Ak2

ìàëû ïîñðàâíåíèþ ñ ðàñïàäàþùåéñÿ âîëíîé |Ak0
| ≫ max(|Ak1

|, |Ak2
|) â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè t = 0. Òîãäà íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðîñòà ãàðìîíèê óðàâíåíèÿ(III.8) ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü. Ïðåäïîëàãàÿ (Ak0

≃ const), èìååì ðàñòóùåå(ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé) ðåøåíèå:
Ak1,2

(t) = Ak1,2
(0)eλt, (III.9)çäåñü:
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. (III.10)Îòñþäà âèäíî, ÷òî âáëèçè îò ðåçîíàíñíîé êðèâîé, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:
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, (III.11)ìû ïîëó÷àåì ðîñò ãàðìîíèê. Âûáðàâ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ íà÷àëüíóþ àìïëè-òóäó ìû ìîæåì óøèðèòü ðåçîíàíñíóþ êðèâóþ òàê, ÷òîáû â ïîëó÷èâøóþñÿîáëàñòü ïîïàëî íàñòîëüêî áîëüøîå ÷èñëî ãàðìîíèê, ÷òî äèñêðåòíîñòü ñåòêèâîëíîâûõ âåêòîðîâ ïåðåñòàåò áûòü âàæíîé.Äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí íà ñòàäèè, êîãäà àìïëèòóäû ðàñòóùèõâîëí óæå íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé ðàñïàäàþùèõñÿâîëí, íàäî ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèþ ïîëíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (I.9) èëè(I.17). ×èñëåííàÿ ñõåìà ïîäðîáíî îïèñàíà â ãëàâå IV.Ñèñòåìà (I.9) ðåøàëàñü â îáëàñòè ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè Lx = Ly = 2π.Êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ = 1. ×èñëî òî÷åê 512×512. Â êà-÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áûëà âçÿòà ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ñ âîëíîâûìâåêòîðîì k0 = (0; 68) è àìïëèòóäîé |ak0
| = 4×10−3. Âñå îñòàëüíûå ãàðìîíèêèèìåëè ìàëóþ àìïëèòóäó |ak| ∼ 10−12 è ñëó÷àéíóþ �àçó. Êàê áûëî îòìå÷å-íî âûøå, ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå ïðîõîäèò òî÷íî ÷åðåçòî÷êè ñåòêè. Ïðè âûáðàííûõ ëèíåéíûõ ðàçìåðàõ îáëàñòè âñå âîëíîâûå ÷èñëàÿâëÿþòñÿ öåëûìè. Äåòàëüíàÿ êàðòèíà ðåçîíàíñíîé êðèâîé íà ñåòêå âîëíîâûõ



III.2 Êàïèëëÿðíûå âîëíû 33âåêòîðîâ â îáëàñòè, ãäå ðÿäîì ñ ðåçîíàíñíîé êðèâîé òî÷êè ëåæàò íàèáîëååïëîòíî, ïîêàçàíà íà �èñ.III.2. Âèäíî, ÷òî íåêîòîðûå òî÷êè ëåæàò áëèæå êðåçîíàíñíîé êðèâîé, ÷åì äðóãèå.
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kx

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

ky�èñ. III.2. Ôðàãìåíò ðåçîíàíñíîé êðèâîé. Õîðîøî âèäíà ðàçíàÿ ðàññòðîéêà äëÿ ðàçíûõóçëîâ ñåòêè.Êàê è îæèäàëîñü, â íà÷àëå ìû íàáëþäàëè ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ðÿ-äà ãàðìîíèê ñîãëàñíî (III.9) è (III.10). Ýòà ñòàäèÿ ïîêàçàíà íà �èñ.III.3 è�èñ.III.4. Âèäíî, ÷òî îäíè ãàðìîíèêè íàõîäÿòñÿ â ðåçîíàíñå, à äðóãèå íåò.×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè âñå ãàðìîíèêè, áëèçêèå ê ðåçîíàíñíîìóìíîæåñòâó, îêàçûâàþòñÿ âîâëå÷åíû â ïðîöåññ ðàñïàäà íà÷àëüíîé âîëíû, êàêïîêàçàíî íà �èñ.III.5.



III.2 Êàïèëëÿðíûå âîëíû 34
~k = (26; 20)~k = (26; 28)~k = (26; 29)~k = (26; 34)~k0 = (00; 68)

Time
j�~kj
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1

�èñ. III.3. Ýâîëþöèÿ ðàçëè÷íûõ ãàðìîíèê ïðè ðàñïàäàþùåéñÿ âîëíå k0 = (00, 68).
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�èñ. III.4. �åçîíàíñíûå ãàðìîíèêè íà÷èíàþò ðàñòè. Ìîìåíò âðåìåíè t=1.4.
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�èñ. III.5. Íà÷èíàþòñÿ âòîðè÷íûå ïðîöåññû ðàñïàäà. Ìîìåíò âðåìåíè t=11.
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ky�èñ. III.6. Ëèíèè óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè |ak|2. Õîðîøî âèäíû âòîðè÷íûå ðàñïàäû. Ìîìåíòâðåìåíè t=14.



III.2 Êàïèëëÿðíûå âîëíû 36Ïîçæå ãàðìîíèêè, ÿâëÿþùèåñÿ íàèáîëåå áëèçêèìè ê ðåçîíàíñíîé êðèâîé(ñðàâíèòå ñ �èñ. III.2) è íàõîäÿùèåñÿ â òîé åå ÷àñòè, ãäå ìàòðè÷íûé ýëåìåíòáîëüøå, äîñòèãàþò óðîâíÿ, êîãäà îíè ñàìè ìîãóò ñëóæèòü èñòî÷íèêîì òàêíàçûâàåìûõ ¾âòîðè÷íûõ ðàñïàäîâ¿.Àìïëèòóäû âîëí ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè. Íàèáîëüøèõ àì-ïëèòóä äîñòèãàþò âîëíû, äëÿ êîòîðûõ èíêðåìåíò (III.10) ìàêñèìàëåí. Íà�èñ. III.6 âèäíà ðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà, ïîðîæäåííàÿ íà÷àëüíîé âîëíîé ak0
.Íåêîòîðîå âðåìÿ ñïóñòÿ âñÿ k-ïëîñêîñòü çàïîëíåíà ðàñïàäàþùèìèñÿ âîë-íàìè, êàê ïîêàçàíî íà �èñ.III.7.
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�èñ. III.7. Ïîâåðõíîñòü |ak|2 â ìîìåíò âðåìåíè t=57.



III.3 �ðàâèòàöèîííûå âîëíû 37III.3. �ðàâèòàöèîííûå âîëíûÂ ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé æèäêî-ñòè çàêîí äèñïåðñèè ïðèíèìàåò âèä:
ωk =

√

gk, (III.12)çäåñü g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Çäåñü è äàëåå äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì
g = 1. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (III.6 íå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû, òàê êàê äàííàÿñèñòåìà íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî,ìîæíî ïîäîáðàòü ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå èñêëþ÷èò ÷ëåíû òðåòüåãî ïîðÿä-êà, îòâå÷àþùèå ýòîìó ðàñïàäó. Ïîýòîìó, åñëè â ñëó÷àå êàïèëëÿðíûõ âîëííàì ìîæíî áûëî îãðàíè÷èòüñÿ ÷ëåíàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà â �àìèëüòîíèàíå,òî â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ ýòîãî íå äîñòàòî÷íî. È ýòî èìåííî òà ïðè÷èíà,ïî êîòîðîé ìû âñþäó ðàññìàòðèâàëè �àìèëüòîíèàí ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.×ëåí, îòâå÷àþùèé ãåíåðàöèè òðåòüåé ãàðìîíèêè, ñíîâà íå ÿâëÿåòñÿ ðå-çîíàíñíûì. Åñëè ìû ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþêàïèëëÿðíûõ âîëí, òî åñòü îäíà ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà è ñëó÷àéíûé øóììàëîé àìïëèòóäû, òî î÷åâèäíî, ÷òî ãëàâíûìè áóäóò ïðîöåññû, â êîòîðûåàìïëèòóäà íà÷àëüíîé âîëíû âõîäèò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç. Ïðîöåññûðàñïàäà îäíîé âîëíû â òðè è îáðàòíûé åìó, ïðè óñëîâèè ÷òî íà÷àëüíàÿ âîë-íà âñòðå÷àåòñÿ â óðàâíåíèÿõ äâà ðàçà, íå ÿâëÿþòñÿ ðåçîíàíñíûìè. Ïîýòîìóãëàâíûì áóäåò ïðîöåññ, êîòîðûé ïîäðàçóìåâàåò ðàññåÿíèå äâóõ âîëí ñ îäèíà-êîâûìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè â äâå äðóãèå âîëíû. Óñëîâèÿ ðåçîíàíñà òàêîãîïðîöåññà, ñëåäóþùèå èç (III.4), âûðàæàþòñÿ òàê:

ωk1
+ ωk2

= 2ωk0
, k1 + k2 = 2k0. (III.13)�åçîíàíñíàÿ êðèâàÿ äëÿ óñëîâèé (III.13) ïðèâåäåíà íà �èñ.III.8. Ýòà êðèâàÿèíîãäà íàçûâàåòñÿ êðèâîé Ôèëëèïñà, ïî èìåíè åå ïåðâîîòêðûâàòåëÿ. Ñèñòå-ìà (I.9) ðåøàëàñü â îáëàñòè ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè Lx = Ly = 2π. Óñêîðåíèåñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1. ×èñëî òî÷åê 512×512. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëî-âèé áûëà âçÿòà ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k0 = (0; 30)è àìïëèòóäîé |ak0

| = 2.5 × 10−4. Âñå îñòàëüíûå ãàðìîíèêè èìåëè ìàëóþàìïëèòóäó |ak| ∼ 10−9 è ñëó÷àéíóþ �àçó. Â íà÷àëå ïðîöåññà ñèòóàöèÿ ðàç-âèâàåòñÿ ñõîæèì ñî ñëó÷àåì êàïèëëÿðíûõ âîëí îáðàçîì. Íàáëþäàåòñÿ ýêñ-ïîíåíöèàëüíûé ðîñò íåñêîëüêèõ ãàðìîíèê, íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè îò ðåçîíàíñ-íîé êðèâîé (�èñ. III.3). Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ïîêàçàíà íà �èñ. III.9. Ìàòðè÷íûéýëåìåíò ïðîöåññà èìååò íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíûõ âîëí.
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ky�èñ. III.8. �åçîíàíñíàÿ êðèâàÿ äëÿ k0 = (0; 30).Ýòèì îáóñëàâëèâàåòñÿ êàðòèíà íà÷àëüíîãî ðîñòà ãàðìîíèê: ðîñò íàáëþäàåòñÿòîëüêî îêîëî ¾ïåðåêðåñòüÿ¿ ðåçîíàíñíîãî ìíîæåñòâà (�èñ. III.11). Íàèáîëååóäîáíûì äëÿ àíàëèçà êàðòèíû ðîñòà ãàðìîíèê ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ïî-âåðõíîñòè |ak|2 â âèäå ëèíèé óðîâíÿ. Òàêèì îáðàçîì, �èñ. III.11 ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåí â èíîì, áîëåå ïîíÿòíîì âèäå (�èñ. III.12).Äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ ñâîäèòñÿ ê ðîñòó ãàðìîíèê (�èñ. III.13 è �èñ. III.14)è íà÷àëó âòîðè÷íûõ ðàñïàäîâ, âûðàæàþùåìñÿ â ¾çàïëûâàíèè¿ íà÷àëüíûõãàðìîíèê îêðóæàþùèìè (�èñ. III.15 è �èñ. III.16).
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ky�èñ. III.9. Ôðàãìåíò ðåçîíàíñíîé êðèâîé. Õîðîøî çàìåòíà ðàçíàÿ ðàññòðîéêà äëÿ ðàçíûõóçëîâ ñåòêè.
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�èñ. III.10. �îñò ãàðìîíèê êàê �óíêöèÿ âðåìåíè. Âèäíî, ÷òî åñòü ðåçîíàíñíûå è íå ðåçî-íàíñíûå ãàðìîíèêè.



III.3 �ðàâèòàöèîííûå âîëíû 40

-15
-10

-5
0

5
10

15
kx 5

10
15

20
25

30
35

40
45

50

ky

10-8

10-10

10-12

10-14

10-16

10-18

|ak|
2

�èñ. III.11. Íà÷àëî ðîñòà ãàðìîíèê ïðè k0 = (0; 30).
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�èñ. III.12. Íà÷àëî ðîñòà ãàðìîíèê. Ëèíèè óðîâíÿ |ak|2 = 1.5 × 10−18.



III.3 �ðàâèòàöèîííûå âîëíû 41

-15
-10

-5
0

5
10

15
kx 5

10
15

20
25

30
35

40
45

50

ky

10-8

10-10

10-12

10-14

10-16

10-18

|ak|
2

�èñ. III.13. Ïðîäîëæåíèå ðîñòà ãàðìîíèê.
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�èñ. III.14. Ïðîäîëæåíèå ðîñòà ãàðìîíèê. Ëèíèè óðîâíÿ |ak|2 = 1.5 × 10−18.
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�èñ. III.15. Íà÷àëüíàÿ âîëíà îêðóæåíà ïîðîæäåííûìè âòîðè÷íûìè ðàñïàäàìè âîëí ãàð-ìîíèêàìè.
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�èñ. III.16. Íà÷àëüíàÿ âîëíà îêðóæåíà ïîðîæäåííûìè âòîðè÷íûìè ðàñïàäàìè ãàðìîíè-êàìè. Ëèíèè óðîâíÿ |ak|2 = 1.5 × 10−18.



III.3 �ðàâèòàöèîííûå âîëíû 43Íåñêîëüêî ìåíåå èíòåðåñíûì, íî íå ìåíåå ïîó÷èòåëüíûì, ÿâëÿåòñÿ ñëó-÷àé, êîãäà ìû èçíà÷àëüíî èìåå äâå áîëüøèå âîëíû ak0
è a−k0

. Â ýòîì ñëó÷àåðåçîíàíñíîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñîì |k0|.Ïðè÷åì, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òàêàÿ æå êàðòèíà áóäåò íàáëþäàòüñÿ è âñëó÷àå êàïèëëÿðíûõ âîëí. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ òàêîãî ïðîöåññà ïðåä-ñòàâëåííû íà �èñ. III.17. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áûëè òàêèìè:
k0 =

(

0
30

)

; |ak0
| = |a−k0

| = 10−3;k 6= k0, |ak| = 10−9.
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�èñ. III.17. �îñò ãàðìîíèê â ñëó÷àå íà÷àëüíûõ óñëîâèé â âèäå äâóõ âîëí ñ ïðîòèâîïîëîæ-íûìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ðàñïàäà è ðàññåÿíèÿ ñêîðîñòüðîñòà ãàðìîíèê íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ àìïëèòóäîé íà÷àëüíîé ãàðìîíèêè (ïîêðàéíåé ìåðå íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà). Êàçàëîñü áû, ëîãè÷íî âçÿòüýòó àìïëèòóäó êàê ìîæíî áîëüøå. Îäíàêî â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè êðîåòñÿñåðüåçíàÿ îøèáêà. Âçÿâ ñëèøêîì áîëüøóþ àìïëèòóäó íà÷àëüíîé âîëíû, ìûìîæåì ¾îòêðûòü¿ íåðåçîíàíñíûé ïðîöåññ. Â ñàìîì äåëå, óðàâíåíèå Ωk0

k1k2
=

ωk1
+ωk2

−ωk0
â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé
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k1k2
= 0, íî åñëè ïîëîæèòü Ωk0

k1k2
> 0, òî ðåøåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ. Îñòàåòñÿòîëüêî äîñòàòî÷íî áîëüøîé àìïëèòóäîé Ak0

ñäåëàòü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèåâ (III.10) ïîëîæèòåëüíûì, è ìû ïîëó÷èì ¾êâàçè-ðåçîíàíñíîå¿ òðåõâîëíîâîåâçàèìîäåéñòâèå. Íàäî ïîíèìàòü, ÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêîíà äèñêðåòíîé ñåòêå è â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ñðåäû òàêèå ïðîöåññû ïðîèã-ðûâàþò äåéñòâèòåëüíî ðåçîíàíñíûì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáðàòü ñëèøêîìáîëüøóþ àìïëèòóäó, òî â ìîäåëèðóåìûé ïðîöåññ áóäåò âíåñåí àðòå�àêò, èñ-êàæàþùèé èñòèííóþ �èçè÷åñêóþ êàðòèíó. Íà �èñ. III.18 ïðèâåäåíà ¾êâàçè-ðåçîíàíñíàÿ¿ êðèâàÿ äëÿ òðåõâîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè Ωk0

k1k2
= 2.3 èâîëíîâûõ âåêòîðàõ.

k0 =

(

0
30

)

,

k1 =

(

−kx
30 − ky

)

, k2 =

(

kx
30 + ky

)

.
(III.14)

-10

-5

0

5

10

kx
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ky�èñ. III.18. ¾Êâàçè-ðåçîíàíñíàÿ¿ êðèâàÿ äëÿ òðåõâîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ãðàâèòàöèîí-íûõ âîëí. k0 = (0; 30).
III.4. Çàêëþ÷åíèåÂ ýòîé ãëàâå ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òî÷íîå âûïîë-íåíèå óñëîâèé ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà äèñêðåòíîé ñåòêå íåâîçìîæ-íî, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñèòóàöèþ, áëèçêóþ ê ðåàëüíîé âñëåäñòâèå íåëèíåé-íîãî ñäâèãà ÷àñòîòû, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ó ðåçîíàíñíîé êðèâîé



III.4 Çàêëþ÷åíèå 45êîíå÷íîé øèðèíû. Âûâåäåíû óñëîâèÿ (III.11) ðîñòà ãàðìîíèê äëÿ ñëó÷àÿ ðàñ-ïàäà ìîíîõðîìàòè÷åñêîé êàïèëëÿðíîé âîëíû.Ïðîèçâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïàäîâ ìîíîõðîìàòè÷ñêèõ êà-ïèëëÿðíûõ è ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, ïîäòâåðæäàþùåå ñäåëàííûå îöåíêè. Íà-áëþäàëîñü ïîÿâëåíèå âòîðè÷íûõ ðàñïàäîâ âîëí, äåìîíñòðèðóþùèõ íà÷àëü-íóþ ñòàäèþ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ñ áîëüøèõ ìàñøòàáîâ íà ìàëûå (Êîë-ìîãîðîâñêèé êàñêàä).Ïîëó÷åííûå äàííûå ïîçâîëÿþò âûáðàòü ïàðàìåòðû ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-ìåíòà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íèâåëèðîâàòü äèñêðåòíîñòü ñåòêè è ïðîèçâåñòè÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíîãî ïðîöåññà ñ ðåçîíàíñíûì âçàèìîäåéñòâè-åì. Ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ âàæíûì ïîäñïîðüåì ïðè âûáîðå, íàïðèìåð,âåëè÷èíû íàêà÷êè â ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè.
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IV. ×èñëåííàÿ ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿãðàâèòàöèîííûõ è êàïèëëÿðíûõïîâåðõíîñòíûõ âîëí
×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óðàâíåíèé (I.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî ñëîæ-íóþ çàäà÷ó. Ñëîæíîñòè â îñíîâíîì îáóñëîâëåíû ïðèñóòñòâèåì â óðàâíåíèÿõíåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà k̂. Îäíàêî åñëè íàïèñàòü óðàíåíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè�óðüå-ãàðìîíèê, òî äàííûé îïåðàòîð ñâåäåòñÿ ê äåéñòâèÿì, àíàëîãè÷íûìâçÿòèþ ïðîèçâîäíîé. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé, î÷åâèäíî, áóäåòîñíîâûâàòüñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Â òî æå âðåìÿ, âûáîð ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿóðàâíåíèé (I.9) íå ñòîëü î÷åâèäåí. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíìåòîä �óíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà [27℄. Îí, îäíàêî, íå ëèøåí íåêîòî-ðûõ íåäîñòàòêîâ. Íàïðèìåð, äàííûé ìåòîä íå ñîõðàíÿåò �àìèëüòîíèàí, ÷òî,â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ �àìèëüòîíîâñêîé ñèñòåìû, íå ñëèøêîì óäîáíî. Åñ-ëè áû óäàëîñü ïîñòðîèòü ÷èñëåííóþ ñõåìó, ñîõðàíÿþùóþ �àìèëüòîíèàí, òîýòî äàëî áû ïðåêðàñíûé èíñòðóìåíò äëÿ êîíòðîëÿ çà ìíîãèìè ïàðàìåòðàìèèíòåãðèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, çà øàãîì ïî âðåìåíè.

Äàííàÿ ãëàâà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ÷àñòè IV.1 ïîñëåäîâàòåëü-íî ñòðîèòñÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (I.9), ñîõðàíÿþùàÿ �àìèëüòî-íèàí; óäîáíûé íà ïðàêòèêå ìåòîä âûáîðà øàãà ïî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ âðàçäåëå IV.2; íåêîòîðûå ïðèåìû, îáîùàþùèå ïîëó÷åííóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó,ïðèâåäåíû â ÷àñòè IV.3; â çàêëþ÷åíèè IV.4 îáñóæäàþòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëü-òàòû.



IV.1 Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîé ñõåìû 47IV.1. Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîé ñõåìû, ñîõðàíÿþùåé�àìèëüòîíèàíÁóäåì äåéñòâîâàòü â äóõå ðàáîòû [5℄. �àññìîòðèì èçìåíåíèå �àìèëüòîíèàíà(I.8) íà îäíîì øàãå ïî âðåìåíè Hn −→ Hn+1, âåëè÷èíîé τ :
δH = Hn+1 −Hn. (IV.1)Òàê êàê �àìèëüòîíèàí åñòü �óíêöèÿ òîëüêî îò ïåðåìåííûõ η è ψ, òî ïîïðî-áóåì âûðàçèòü äàííîå èçìåíåíèå êàê ëèíåéíóþ �óíêöèþ îò:

δη = ηn+1 − ηn, δψ = ψn+1 − ψn. (IV.2)Ïðè ýòîì ïîòðåáóåì, ÷òîáû �àìèëüòîíèàí íà ýòîì øàãå ïî âðåìåíè îñòàâàëñÿïîñòîÿííûì:
δH =

∂H

∂ψ
δψ +

∂H

∂η
δη = 0. (IV.3)�àçäåëèì äàííîå ðàâåíñòâî íà øàã ïî âðåìåíè τ :

∂H

∂ψ

δψ

τ
+
∂H

∂η

δη

τ
= 0. (IV.4)Òàêîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, íàïðèìåð, ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

δη

τ
=
∂H

∂ψ
,

δψ

τ
= −∂H

∂η
.

(IV.5)Ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèé �àìèëüòîíà (I.7). Òàêèìîáðàçîì, íàéäÿ (IV.1) êàê ëèíåéíóþ �óíêöèþ (IV.2), ìû ïîëó÷àåì ïðàâûå÷àñòè óðàâíåíèé (IV.5).Êàê áûëî óïîìÿíóòî âûøå, ðàçíîñòíóþ ñõåìó óäîáíî çàïèñàòü äëÿ �óðüå-ãàðìîíèê. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
F̂ , ñîîòâåòñòâóþùèé (I.10). Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ïðèâåäåííûìè â ïðèëî-æåíèè .2, ïîëó÷àåì:

ηn+1
k

− ηn
k

τ
= 1

2 |k|
(

ψn+1
k

+ ψn
k

)

−
−1

4
F̂

(

∇, (ηn+1 + ηn)∇(ψn+1 + ψn)
)

−
−1

4 |k|F̂
(

(ηn+1 + ηn)k̂(ψn+1 + ψn)
)

+

+1
4 |k|F̂

[

(

ηn+1 + ηn
)

k̂
(

ηn+1k̂ψn+1 + ηnk̂ψn
)]

−
−1

8 |k|2F̂
[

((ηn+1)2 + (ηn)2)k̂(ψn+1 + ψn)
]

+

+1
8 |k|F̂

[

((ηn+1)2 + (ηn)2)△(ψn+1 + ψn)
]

.

(IV.6)
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ψn+1

k
− ψn

k

τ
= −1

2
ω2

k

|k|
(

ηn+1
k

+ ηn
k

)

−
−1

4F̂
(

∣

∣∇ψn+1
∣

∣

2
+ |∇ψn|2

)

+

+1
4F̂

(

(k̂ψn+1)2 + (k̂ψn)2
)

−
−1

4
F̂

[

k̂
(

ψn+1 + ψn
)

k̂
(

ηn+1k̂ψn+1 + ηnk̂ψn
)]

−
−1

4
F̂

[

(ηn+1 + ηn)(△ψn+1k̂ψn+1 + △ψnk̂ψn)
]

.

(IV.7)
Äëÿ âû÷èñëåíèé ïîëåçíî ðàçðåøèòü óðàâíåíèÿ (IV.6-IV.7) îòíîñèòåëüíîçíà÷åíèé íà n + 1-âîì øàãå (èìåþòñÿ â âèäó ëèíåéíûå ÷ëåíû). Â öåëÿõ ñî-êðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåëèíåíûõ ÷ëåíîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõóðàâíåíèé (IV.6-IV.7):

Rη = −1
4F̂

(

∇, (ηn+1 + ηn)∇(ψn+1 + ψn)
)

−
−1

4 |k|F̂
(

(ηn+1 + ηn)k̂(ψn+1 + ψn)
)

+

+1
4 |k|F̂

[

(

ηn+1 + ηn
)

k̂
(

ηn+1k̂ψn+1 + ηnk̂ψn
)]

−
−1

8
|k|2F̂

[

((ηn+1)2 + (ηn)2)k̂(ψn+1 + ψn)
]

+

+1
8
|k|F̂

[

((ηn+1)2 + (ηn)2)△(ψn+1 + ψn)
]

,

Rψ = −1
4F̂

(

∣

∣∇ψn+1
∣

∣

2
+ |∇ψn|2

)

+

+1
4F̂

(

(k̂ψn+1)2 + (k̂ψn)2
)

−
−1

4F̂
[

k̂
(

ψn+1 + ψn
)

k̂
(

ηn+1k̂ψn+1 + ηnk̂ψn
)]

−
−1

4
F̂

[

(ηn+1 + ηn)(△ψn+1k̂ψn+1 + △ψnk̂ψn)
]

.

(IV.8)
�àçðåøàÿ (IV.6-IV.7) îòíîñèòåëüíî ηn+1

k
è ψn+1

k
, ïîëó÷àåì:

ηn+1
k

= A(k, τ)ηn
k

+B(k, τ)ψn
k

+ C(k, τ)Rη +D(k, τ)Rψ,
ψn+1

k
= E(k, τ)ηn

k
+A(k, τ)ψn

k
+ F (k, τ)Rη + C(k, τ)Rψ,

(IV.9)çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:
A(k, τ) =

1 − 1
4ω

2
kτ

2

1 + 1
4ω

2
kτ

2
, B(k, τ) =

τk

1 + 1
4ω

2
kτ

2
,

C(k, τ) =
τ

1 + 1
4ω

2
kτ

2
, D(k, τ) =

1

2
τB(k, τ),

E(k, τ) = −ω
2
k

k
C(k, τ), F (k, τ) =

1

2
τE(k, τ).

(IV.10)
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè àáñîëþòíî íåÿâíóþ (â ÷ëåíû Rη è Rψ âõîäÿòçíà÷åíèÿ ηn+1

k
è ηn+1

k
) ÷èñëåííóþ ñõåìó, ñîõðàíÿþùóþ �àìèëüòîíèàí (I.8).



IV.2 Âûáîð øàãà ïî âðåìåíè 49IV.2. Âûáîð øàãà ïî âðåìåíèÏîëó÷åííóþ íåÿâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó (IV.9) ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì ïðî-ñòûõ èòåðàöèé. Çàïèøåì ýòó ïðîöåäóðó äëÿ ηn+1,s
k

, ãäå s � ýòî íîìåð èòåðà-öèè, ïîäðàçóìåâàÿ àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ ψn+1,s
k

.
• s = 0 : ηn

k
;

• s = 1 : (ηn+1
k

:= ηn
k
) −→ ηn+1,1

k
;

• s = 2 : (ηn+1
k

:= ηn+1,1
k

) −→ ηn+1,2
k

;
• ...Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ǫ ñîõðà-íåíèÿ �àìèëüòîíèàíà. Îäíàêî îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ �àìèëüòîíèàíà ÿâëÿåòñÿäîâîëüíî ¾äîðîãîé¿. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáûâûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

∑

k

∣

∣

∣
ηn+1,s+1
k

∣

∣

∣

2

− ∑

k

∣

∣

∣
ηn+1,s
k

∣

∣

∣

2

∑

k

∣

∣

∣
ηn+1,s
k

∣

∣

∣

2 < ǫ, (IV.11)â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí. Ýòî, ïðàêòè÷åñêè, òðåáîâàíèå âû÷èñëåíèÿïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ, à â ïðèáëèæåíèè ñëàáîé íåëè-íåéíîñòè êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü �àìèëüòîíèàíà äîìèíèðóåò íàä îñòàëüíûìè. Âñëó÷àå êàïèëëÿðíûõ âîëí ìîæíî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìîäè�èöèðîâàòüâûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû. Íî, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, äàæå óñëîâèÿ(IV.11) îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî.Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü øàã ïî âðåìåíè, òðåáóÿñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà çà ÷èñëî øàãîâ íå áîëüøåå, ÷åì Nmax,íî è íå ìåíüøåå, ÷åì Nmin, è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì êîððåêòèðóÿ øàã ïîâðåìåíè, åñëè ýòîãî íå ïðîèñõîäèò.IV.3. Îáîáùåíèå ÷èñëåííîé ñõåìû â ïðèñóòñòâèèçàòóõàíèÿ è íàêà÷êèÏðèâåäåííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ÷èñëåííàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ïðèìåíå-íà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñâîáîäíî óáûâàþùèõ âîëí. Îäíàêî, íà íàøâçãëÿä, íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå òóðáóëåíòíîñòè âîëí,



IV.4 Çàêëþ÷åíèå 50êîòîðîå òðåáóåò ïðèñóòñòâèÿ â ìîäåëè íàêà÷êè è çàòóõàíèÿ. Íàïðèìåð, äî-áàâèì â óðàâíåíèå (IV.7) ÷ëåí âèäà:
ψ̇k = ...− γkψk, (IV.12)ñîîòâåòñòâóþùèé ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàòóõàíèþ ãàðìîíèê. Ó÷åñòü òàêóþ äî-áàâêó ìîæíî ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿÿ ñõåìó âû÷èñëåíèé. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòî-ãî ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ (â èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî íàçûâàåìûé ¾split-step¿), øèðîêî ïðèìåíÿåìûé, íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíå-íèÿ âîëí â îïòîâîëîêíå. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì ðåøåíèå óðàâíåíèé (I.9) íàòåêóùåì øàãå áåç ó÷åòà çàòóõàíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ψ̃n+1

k
. Òîãäà ðå-øåíèå ïîëíîé ñèñòåìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå:

ψn+1
k

= ψ̃n+1
k

exp(−γkτ). (IV.13)Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè òóðáóëåíòíîñòè âîëí, íàñ èíòåðåñó-åò ïîâåäåíèå ñèñòåìû â îáëàñòè, ãäå âëèÿíèå íàêà÷êè è çàòóõàíèÿ íåçíà÷è-òåëüíî (¾èíåðöèîííûé èíòåðâàë¿). Ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíÿòüìåòîäû, îáåñïå÷èâàþùèå ñëèøêîì âûñîêóþ òî÷íîñòü â ðàññ÷åòå âëèÿíèÿ çà-òóõàíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, ìû èçáàâëÿåìñÿ îò îãðà-íè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó øàãà ïî âðåìåíè, âíîñèìîãî çàòóõàíèåì:
max(|γk|)τ < 1. (IV.14)Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæíî ó÷åñòü è íàêà÷êó.IV.4. Çàêëþ÷åíèåÂû÷èñëÿÿ äèñêðåòíóþ âàðèàöèþ �àìèëüòîíèàíà, íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü ÷èñ-ëåííóþ ñõåìó äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (I.9), ñîõðàíÿþùóþ �à-ìèëüòîíèàí. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì óäîáíûé èíñòðóìåíò äëÿ êîíòðîëÿçà âåëè÷èíîé øàãà ïî âðåìåíè. Äàííàÿ ñõåìà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àéíàëè÷èÿ â óðàâíåíèÿõ íàêà÷êè è çàòóõàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïî-ëó÷åííóþ ñõåìó ïðè ìîäåëèðîâàíèè òóðáóëåíòíîñòè, à òàê æå ïðè ðàññ÷åòåñâîáîäíîé ýâîëþöèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí.
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V. Òóðáóëåíòíîñòü ãðàâèòàöèîííûõâîëí
Òåîðèÿ ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè ìíîãîêðàòíî ïðîâåðÿëàñü â ÷èñëåííûõ ýêñïå-ðèìåíòàõ [5, 25, 28, 30, 29℄. Îäíàêî åäèíñòâåííûì óñïåøíûì ýêñïåðèìåíòîìïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ òóðáóëåíòíîñòè âîëí íà ïîâåðõíîñòè òðåõ-ìåðíîé æèäêîñòè ñëåäóåò ïðèçíàòü [32℄, ãäå ìîäåëèðîâàëàñü òóðáóëåíòíîñòüêàïèëëÿðíûõ âîëí. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå çàòðà÷åííûå óñèëèÿ, â ñëó-÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè äîáèòüñÿ ïðîãðåññà íå óäàâàëîñü.Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àëàñü â òðóäíîñòè ïðàâèëüíîãîâûáîðà ïàðàìåòðîâ ÷èñëåííîé ñõåìû.Ýòà ãëàâà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ðàçäåëå V.1 ââîäèòñÿ ñòàòèñòè-÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ãðàâè-òàöèîííûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäå; â ðàçäåëå V.2 ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû ÷èñ-ëåííîé ñõåìû è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ; â çàêëþ÷åíèè îáñóæäàþòñÿ ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû.V.1. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ íàïîâåðõíîñòè æèäêîñòèÊàê áûëî îòìå÷åíî â ãëàâå III, äèñïåðñèîííûé çàêîí äëÿ ãðàâèòàöèîííûõâîëí íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó ¾íåðàñ-ïàäíîìó¿ ñëó÷àþ. Óðàâíåíèÿ:

ωk1
= ωk2

+ ωk3
, k1 = k2 + k3 (V.1)íå èìåþò íåòðèâèàëüíûõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êóáè÷å-ñêèå ÷ëåíû â �àìèëüòîíèàíå ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèì êàíî-íè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì a(k, t) −→ b(k, t) [9℄. Ôîðìóëà ýòîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêà è õîðîøî èçâåñòíà [9, 10℄, ïîýòîìó ïîçâîëèìñåáå íå âäàâàòüñÿ â äåòàëè.



V.1 Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ 52Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîð-ðåëÿöèîííóþ �óíêöèþ:
< aka

∗
k′ >= nkδ(k− k

′). (V.2)Âåëè÷èíà nk íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ íàáëþäàåìûìè êîððåëÿöèîííûìè�óíêöèÿìè è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Íàïðè-ìåð, èç (I.13) ìîæíî ïîëó÷èòü:
Ik =< |ηk|2 >=

1

2

ωk
g

(nk + n−k). (V.3)Â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ äðóãîé êîððåëÿöèîííîé�óíêöèåé:
< bkb

∗
k′ >= Nkδ(k− k

′). (V.4)Ôóíêöèÿ Nk íå ìîæåò áûòü èçìåðåíà íàïðÿìóþ. Â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó
nk è Nk äîâîëüíî ñëîæíà [10℄, íî â ñëó÷àå ãëóáîêîé âîäû âñå ñòàíîâèòñÿïðîùå:

nk −Nk

nk
≃ µ, (V.5)çäåñü µ = (ka)2, ãäå a � õàðàêòåðíîå îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè. Â ñëó÷àå ñëà-áîé òóðáóëåíòíîñòè µ << 1. Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ Nk ïîä÷èíÿåòñÿ êè-íåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ [1℄:

∂Nk

∂t
= st(N,N,N) + fp(k) − fd(k), (V.6)Çäåñü:

st(N,N,N) = 4π

∫

|Tk,k1,k2,k3
|2 ×

×(Nk1
Nk2

Nk3
+NkNk2

Nk3
−NkNk1

Nk2
−

−NkNk1
Nk3

)δ(k + k1 − k2 − k3)dk1dk2dk3.

(V.7)Ïîäðîáíàÿ �îðìà ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà Tk,k1,k2,k3
ìîæåò áûòü íàéäåíà âî ìíî-æåñòâå èñòî÷íèêîâ [1, 8, 10℄. Ôóíêöèÿ fp(k) â (V.6) ñîîòâåòñòâóåò íàêà÷êåâîëí, íàïðèìåð, âåòðîì. Îáû÷íî íàêà÷êà ñîñðåäîòî÷åíà íà áîëüøèõ ìàñøòà-áàõ. Ôóíêöèÿ fd(k) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàòóõàíèå âîëí áëàãîäàðÿ âÿçêîñòèè îáðóøåíèþ âîëí. Ýòè �óíêöèè èçâåñòíû ëèøü ïðèáëèçèòåëüíî. Îäíàêîñóùåñòâóåò èíòåðâàë ìåæäó ìàñøòàáàìè, â êîòîðîì äåéñòâèå íàêà÷êè è çà-òóõàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ñëàáûì è â êîòîðîì è íàáëþäàþò Êîëìîãîðîâñêèåñïåêòðû â ýêñïåðèìåíòå.�àññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (V.6), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âû-ïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:



V.2 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå 53
• Ñðåäà èçîòðîïíà ïî îòíîøåíèþ ê ïîâîðîòàì;
• Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé �óíêöèåé ω = akα;
• Tk,k1,k2,k3

� îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ: Tǫk,ǫk1,ǫk2,ǫk3
= ǫβTk,k1,k2,k3

.Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî íàéòè Êîëìîãîðîâñêèå ðåøåíèÿ [9℄:
n

(1)
k = C1P

1/3k−
2β

3
−d,

n
(2)
k = C2Q

1/3k−
2β−α

3
−d.

(V.8)Çäåñü d � ýòî ÷èñëî èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà (d = 2 â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîí-íûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí). Ïåðâîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Êîëìîãî-ðîâñêèé ñïåêòð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîñòîÿííîìó ïîòîêó ýíåðãèè P â îáëàñòüìàëûõ ìàñøòàáîâ (ïðÿìîé êàñêàä ýíåðãèè). Âòîðîå âûðàæåíèå � ýòî Êîë-ìîãîðîâñêèé ñïåêòð, îïèñûâàþùèé êàñêàä âîëíîâîãî äåéñòâèÿ íà áîëüøèåìàñøòàáû, è Q � ýòî ïîòîê äåéñòâèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ C1 è C2 � ýòî áåçðàç-ìåðíûå ¾Êîëìîãîðîâñêèå êîíñòàíòû¿.Â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäå ω =
√
gk, à β = 3. Èçðàáîòû [1℄ ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî:

n
(1)
k = C1P

1/3k−4. (V.9)Äåéñòâóÿ òàêèì æå îáðàçîì [26℄, ïîëó÷àåì âòîðîé ñïåêòð:
n

(2)
k = C2Q

1/3k−23/6. (V.10)Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåêòðà, îòâå÷àþùåãî ïîòîêó ýíåðãèè(V.9). Èñïîëüçóÿ (V.3), ìîæíî âû÷èñëèòü:
Ik =

C1g
1/2P 1/3

k7/2
. (V.11)V.2. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåÄëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â óðàâíåíèÿ (I.9)íåîáõîäèìî ââåñòè ÷ëåíû, îòâå÷àþùèå íàêà÷êå è çàòóõàíèþ. Íàïðèìåð, ýòîìîæíî ñäåëàòü òàêèì îáðàçîì:

η̇k = ...+ γkηk,

ψ̇k = ...+ γkψk + fk.
(V.12)



V.2 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå 54Òàêàÿ ìîäè�èêàöèÿ äàåò ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå ãàðìîíèê è ëèíåéíóþïî âðåìåíè íàêà÷êó. Ìîäè�èöèðîâàííûå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (I.9) ðåøà-ëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîé ñõåìû, îïèñàííîé â ãëàâå IV. Êîíêðåòíûéâèä �óíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ íàêà÷êó è çàòóõàíèå, áûë òàêîâ:
Fk = fke

iRk(t),

fk = 4F0
(k − kp1)(kp2 − k)

(kp2 − kp1)2
;

Dk = γkψk,

γk = −γ1, k ≤ kp1,
γk = −γ2(k − kd)

2, k > kd.

(V.13)
Çäåñü Rk(t) � ýòî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî â èíòåðâàëå
(0, 2π). Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü â îáëàñòè Lx = Ly = 2π ñ ïåðèîäè÷åñêèìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïàðàìåòðû íàêà÷êè áûëè òàêèìè: kp1 = 5, kp2 =

10, kd = 64.Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå III, ïðè ðåøåíèè íàäî îñîáî îáðàòèòü âíèìà-íèå íà óðîâåíü ãàðìîíèê, òàê êàê îò ýòîãî çàâèñèò ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòèìîäåëèðîâàíèÿ ðåçîíàíñíûõ âçàèìîäåéñòâèé âîëí. Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëèíàéäåíû íåñêîëüêî ïîäõîäÿùèõ óðîâíåé íàêà÷êè. Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïðèïðèåìëåìîì âðåìåíè ðàññ÷åòîâ ïîëó÷åíû äëÿ çíà÷åíèé F0 = 2× 10−4 è F0 =
3 × 10−4.Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàòóõàíèÿ àäàïòèðîâàëèñü ïðè ðàññ÷åòàõ ïî ñëåäó-þùèì àëãîðèòìàì. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà ðåøåíèÿ, òðåáî-âàëîñü, ÷òîáû â ñïåêòðå íàèáîëüøàÿ ãàðìîíèêà îòëè÷àëàñü îò íàèìåíüøåéâ 106 − 107 ðàç. Îáåñïå÷èâàëîñü ýòî ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà γ2.Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ óäàëîñü èçáåæàòü ý��åêòà ¾áóòûëî÷íîãî ãîðëûøêà¿,îïèñàííîãî â [31℄.Òàê êàê íàñ èíòåðåñîâàë òîëüêî ñïåêòð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðÿìîìó Êîë-ìîãîðîâñêîìó êàñêàäó (ïåðåíîñ ýíåðãèè â îáëàñòü ñ áîëüøèìè k), òî åäèí-ñòâåííîå òðåáîâàíèå, ïðåäúÿâëÿâøååñÿ ê ñïåêòðó ïðè k ≤ kp1, ñîòîÿëî â òîì,÷òîáû äàííûå ãàðìîíèêè áûëè íå áîëüøå, ÷åì ïèêîâàÿ ãàðìîíèêà ñïåêòðà.Ñ ýòîé öåëüþ ïðîâåðÿëîñü âûïîëíåíèå äàííîãî óñëîâèÿ è ïðè íåîáõîäèìî-ñòè âêëþ÷àëîñü çàòóõàíèå γ1. Â îñòàëüíîå âðåìÿ çàòóõàíèÿ â îáëàñòè ìàëûõâîëíîâûõ ÷èñåë k íå áûëî.Ïîëó÷åíèå ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ (òî åñòü ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ñïåêòðâ öåëîì íå ìåíÿåòñÿ) ïðîèçâîäèëîñü â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî íàè-áîëüøåå âðåìÿ çàíèìàåò óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñèÿ â îáëàñòè îòíîñèòåëüíîíåáîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñåë, òî åñòü â îêðåñòíîñòè íàêà÷êè. Â òàêèõ óñëî-âèÿõ ñ÷èòàòü íà ¾áîëüøîé¿ ñåòêå áûëî áû ðàñòî÷èòåëüíî. Ïîýòîìó ðàñ÷åò



V.2 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå 55íà÷èíàëñÿ íà ñåòêå 128× 128, ïðè ýòîì kd = 32 äî ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãîñîñòîÿíèÿ. Çàòåì ïðîèñõîäèë ïåðåõîä íà ñåòêó 256 × 256, ïðè ýòîì kd = 64.Íåäîñòàþùèå ãàðìîíèêè çàïîëíÿëèñü íóëÿìè. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâå-ñèÿ áûë ïðîèçâåäåí ïåðåõîä íà ñåòêó 512 × 512, ïðè ýòîì kd = 100. Ïîñëåóñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è â ýòîì ðåæèìå, áûëî ïðîèçâåäåíî óñðåäíåíèå ïðî-èíòåãðèðîâàííîãî ïî óãëó êâàäðàòà ñïåêòðà (â ñèëó ñèììåòðèè ñèñòåìû) äëÿïîëó÷åíèÿ êîððåëÿòîðà < |ηk|2 >.
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Time�èñ. V.1. �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû êàê �óíêöèÿ âðåìåíè.Íà �èñ. V.2 ïðèâåäåí ãðà�èê �àìèëüòîíèàíà êàê �óíêöèè âðåìåíè äëÿòàêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè: F0 = 2 × 10−4, γ1 = 10−3, γ2 ≃ 512, g = 1.Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ îêàçàëàñü ñòåïåííîé â çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè èíåð-öèîííîãî èíòåðâàëà, êîòîðûé ñîñòàâëÿë îáëàñòü îò kp2 = 10 äî kd = 100.Êîððåëÿòîð ïîêàçàí íà �èñ. V.2.Ìîæíî îöåíèòü ïîêàçàòåëü ýòîé ñòåïåííîé �óíêöèè. Ñêîìïåíñèðîâàííûåñïåêòðû (äëÿ ñðàâíåíèÿ ìû ïðèâåëè ñïåêòð Ôèëëèïñà, îáñóæäàâøèéñÿ â II)ïîêàçàíû íà �èñ. V.2. Âèäíî, ÷òî ñïåêòð, ïðåäñêàçàííûé òåîðèåé ñëàáîé òóð-áóëåíòíîñòè, ëó÷øå ïîäõîäèò ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.Íà �èñ. V.2 âèäíî óøèðåíèå îáëàñòè, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ñòåïåííîé
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�èñ. V.3. Ñêîìïåíñèðîâàííûé êîððåëÿòîð îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ ñòå-ïåíÿõ êîìïåíñàöèè: z = 3.5 ñïëîøíàÿ ëèíèÿ (òåîðèÿ ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè), z = 4.0ïðåðûâèñòàÿ ëèíèÿ (òåîðèÿ Ôèëëèïñà).



V.2 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå 57ñïåêòð â ðåçóëüòàòå óâåëè÷åíèÿ èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ïðè ïåðåõîäå íàáîëüøóþ ñåòêó. Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè çà-
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�èñ. V.4. Óøèðåíèå îáëàñòè ñòåïåííîãî ñïåêòðà ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà òî÷åê íà ñåò-êå.âèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ â ïîëó÷åííîì ñòåïåííîì ñïåêòðå îò óðîâíÿ íàêà÷êè.Äëÿ ýòîãî áûë âûïîëíåí ðàñ÷åò ïðè óðîâíå íàêà÷êè F0 = 3 × 10−4 íà ñåò-êå ðàçìåðîì 256 × 256. Íà �èñ. V.2 õîðîøî âèäíî, ÷òî îòëè÷èÿ ïîêàçàòåëåéíå íàáëþäàåòñÿ. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íàáëþäàåòñÿ îòëè÷èå ïîòîêà P â�îðìóëå (V.11), ÷òî ïðèâîäèò ëèøü ê ïàðàëëåëüíîìó ñìåùåíèþ êðèâîé.
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�èñ. V.5. Èíåðöèîííûé èíòåðâàë ñïåêòðà ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ íàêà÷êè.



V.3 Çàêëþ÷åíèå 59V.3. Çàêëþ÷åíèåÏðîèçâåäåííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé âîëí íàïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäå ïîêà-çàëî, ÷òî â ñóùåñòâåííîé îáëàñòè èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà äëÿ êîððåëÿòîðàîòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè íàáëþäàåòñÿ Êîëìîãîðîâñêèé (ñòåïåííîé) ñïåêòð,ïîäòâåðæäàþùèé ïðåäñêàçàíèÿ òåîðèè ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè. Ïðîèçâåäåí-íûå äîïîëíèòåëüíûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî ñòå-ïåíü óáûâàíèÿ ñïåêòðà íå çàâèñèò îò óðîâíÿ íàêà÷êè è çàòóõàíèÿ â ìîäåëè,÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü äàííûé ñïåêòð óíèâåðñàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíîçàêëþ÷èòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðûõ ïîëó÷åíà òåîðèÿ ñëàáîéòóðáóëåíòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ âåðíûìè è â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ïî-âåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè.
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Çàêëþ÷åíèå
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì (áîëåå ïîäðîáíîðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü â Çàêëþ÷åíèÿõ ê êàæäîé ãëàâå):Ïðîâåðåíà ãèïîòåçà î âîçìîæíîñòè èíòåðïðåòàöèè íàáëþäàåìûõ ñïåêòðîâïîâåðõíîñòíûõ âîëí êàê ñïåêòðîâ, îáóñëîâëåííûõ îáðóøåíèÿìè è âîçíèêíî-âåíèåì îñòðûõ ãðåáíåé, èñêàæåííûõ Äîïëåðîâñêèì ý��åêòîì îò äëèííîâîë-íîâîãî �îíà. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àÿõ èçîòðîïíîãî è ñèëüíî àíèçîòðîïíîãîñïåêòðîâ äîïëåðîâñêèé ñäâèã ÷àñòîòû íå ìîæåò îáúÿñíèòü íàáëþäàåìîãî ðàñ-õîæäåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.Èññëåäîâàíî âëèÿíèå äèñêðåòíîñòè ñåòêè âîëíîâûõ âåêòîðîâ íà âîçìîæ-íîñòü îñóùåñòâëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ âçàèìîäåéñòâèé âîëí. Äëÿ ñëó÷àÿ êàïèë-ëÿðíûõ âîëí ïðîìîäåëèðîâàí ðàñïàä ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû è íà÷àëüíàÿñòàäèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáàìè.Â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ðàññåÿíèå äâóõ âîëíñ îäèíàêîâûì âîëíîâûì ÷èñëîì â ãàðìîíèêè, ðàñïîëîæåííûå íà ðåçîíàíñ-íîé êðèâîé. Íàáëþäàëîñü ïîñòåïåííîå ðàñøèðåíèå îáëàñòè ðîñòà, âûçâàííîåäàëüíåéøèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè âîëí.Ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ïîâåðõíîñò-íûõ ñëàáîíåëèíåéíûõ âîëí, ñîõðàíÿþùàÿ �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Ïðîäåìîí-ñòðèðîâàí ñïîñîá îáîáùåíèÿ äàííîé ñõåìû íà ñëó÷àé ïðèñóòñòâèÿ íàêà÷êè èçàòóõàíèÿ, âàæíûé ïðè ìîäåëèðîâàíèè òóðáóëåíòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí.Ïðîèçâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëíâ ñëó÷àå ãëóáîêîé âîäû. Â ñëó÷àÿõ íàêà÷êè ðàçíîé âåëè÷èíû ïîëó÷åíû ñëà-áîòóðáóëåíòíûå Êîëìîãîðîâñêèå ñïåêòðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòîêó ýíåðãèèâ îáëàñòü ìàëûõ ìàñøòàáîâ. �åçóëüòàòû ïîëó÷åíû íà ñåòêàõ 256×256 è 512×
512 òî÷åê. Ïîëó÷åííûå ñïåêòðû ïîâåðõíîñòíûõ âîëí õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ êàêñ ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè, òàê è ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-ìè íàáëþäåíèÿìè.



V.3 Çàêëþ÷åíèå 61Àâòîð ÷ðåçâû÷àéíî ïðèçíàòåëåí ïðî�. Â. Å. Çàõàðîâó çà íàó÷íîå ðóêî-âîäñòâî, èíòåðåñíûå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è è öåííûå ñîâåòû. Òàêæå àâòîðóõîòåëîñü áû ïîáëàãîäàðèòü À. È. Äüÿ÷åíêî çà ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíîå è ïðè-ÿòíîå ñîòðóäíè÷åñòâî.�àáîòà íàä äèññåðòàöèåé ïðîõîäèëà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàì-ìû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è ñîëèòîíû¿, ãðàíòîâ Ìèíè-ñòåðñòâà ïðîìûøëåííîñòè, íàóêè è òåõíîëîãèé �Ô No ÍØ-1716.2003.1(�îñóäàðñòâåííàÿïðîãðàììà ïîääåðæêè íàó÷íûõ øêîë) è �îññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëü-íûõ Èññëåäîâàíèé No 03-01-00289, à òàêæå Ïðîãðàììû INTAS (�ðàíò 00-0292) è �îíäà Landau S
holarship îò Fors
hungszentrum J�uli
h (�åðìàíèÿ).



.1 Âû÷èñëåíèå ðàçëîæåíèé ñïåêòðà 62
Ïðèëîæåíèÿ
.1. Âû÷èñëåíèå ðàçëîæåíèé ñïåêòðà â ïðèñóòñòâèèý��åêòà ÄîïëåðàÑíà÷àëà ðàññìîòðèì íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé èçîòðîïíîãî ñïåêòðà.Ïðîèçâåäåì ñëåäóþùóþ ïîäñòàíîâêó:

x =
λ−

√
ζ

ζ
. (.14)Â ýòîì ñëó÷àå â ïîëó÷èâøåéñÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (−1 < x < +1) ìûìîæåì âûïèñàòü îáðàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

ζ =
1

2x2

[

1 − 2
√

1 + 4xλ+ 2xλ
]

, (.15)è äàëåå
ζ(x) ≈ 1

2x2

[

2λ2x2 − 4λ3x3 + 10λ4x4
]

= λ2 − 2λ3x+ 5λ4x2. (.16)Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ìû äîëæíû ñîñ÷èòàòü dζ = ζ ′(x)dx:
ζ ′(x) = − 1

x3
− λ

x2
√

1 + 4λx
+

√
1 + 4λx

x3
−

− λ

x2
≈ − 1

x3
− λ

x2

[

1 − 2λx+ 6λ2x2 − 20λ3x3 +

+ 70λ4x4
]

+ +
1

x3

[

1 + 2λx− 2λ2x2 + 4λ3x3−

− 10λ4x4 + 28λ5x5
]

− λ

x2
=

= −2λ3
(

1 − 5λx+ 21λ2x2
)

. (.17)
Φ(ζ(x)) = Φ(λ2(1 − 2λx+ 5λ2x2)) ≈

≈ Φ(λ2) − Φ′(λ2)

1!
2λ3x+

+
Φ′(λ2)

1!
5λ4x2 +

Φ′′(λ2)

2!
4λ6x2. (.18)



.2 Äèñêðåòíàÿ âàðèàöèÿ �àìèëüòîíèàíà 63Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü èíòåãðàë (II.37) ñ ïîäñòàâëåííûì ñïåêòðîìÔèëëèïñà (Φ(ζ) = 1/ζ4):
Fi(λ) =

8

π

g

v3
B2λ3

+1
∫

−1

Φ(ζ(x))ζ ′(x)K(
√

1 − x2)dx, (.19)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ
+1
∫

−1

K
(

√

1 − x2
)

dx =
π2

2
,

+1
∫

−1

xK
(

√

1 − x2
)

dx ≡ 0,

+1
∫

−1

x2K
(

√

1 − x2
)

dx =

+1
∫

0

E
(

√

1 − x2
)

dx =
π2

8
,çäåñüE � ýòî ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà, ìîæíî ïîëó÷èòüñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Fi(λ) = 8πα
v5

g3

1

λ5
(1 +

1

4
λ2 + ...). (.20)Âû÷èñëåíèå ðàçëîæåíèÿ ñïåêòðà äëÿ ñèëüíî àíèçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ äî âû-ðàæåíèÿ (.19) àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî. Èíòåãðàë (II.41) ïðèíèìàåò âèä:

Fa(λ) =
2

π

g

v3
B2λ3

+1
∫

−1

Φ(ζ(x))ζ ′(x)√
1 − x2

dx, (.21)Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò òàêîâ:
Fa(λ) = 2α

v5

g3

1

λ5
(1 +

1

2
λ2 + ...). (.22).2. Ïî÷ëåííîå ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíîé âàðèàöèè�àìèëüòîíèàíàÂûïèøåì ïî÷ëåííî ðàçíîñòü �àìèëüòîíèàíîâ Hn+1 − Hn, ïîëüçóÿñü ñâîé-ñòâîì îïåðàòîðà k̂:

∫

gk̂f d2r =

∫

f k̂g d2r. (.23)



.2 Äèñêðåòíàÿ âàðèàöèÿ �àìèëüòîíèàíà 64Â ïðîâàðüèðîâàííûõ ÷àñòÿõ äëÿ êðàòêîñòè îïóñòèì çíàêè èíòåãðàëîâ.Êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû:
δ

(

1

2

∫

ψk̂ψd2r

)

−→ 1
2δψk̂

(

ψn+1 + ψn
)

; (.24)
δ

(

1

2

∫

ω2
k

|k| |ηk|
2 dk

)

−→ 1
2
δηk

ω2

k

|k|
(

ηn+1
k

+ ηn
k

)

. (.25)Êóáè÷åñêèå ÷ëåíû:
δ

(

1

2

∫

η |∇ψ|2 d2r

)

−→ −1
4δψ

(

∇, (ηn+1 + ηn)∇(ψn+1 + ψn)
)

+

+1
4δη

(

∣

∣∇ψn+1
∣

∣

2
+ |∇ψn|2

)

;
(.26)

δ

(

1

2

∫

η
(

k̂ψ
)2

d2r

)

−→ −1
4δψk̂

(

ηn+1 + ηn)k̂(ψn+1 + ψn)
)

−

−1
4δη

(

(k̂ψn+1)2 + (k̂ψn)2
)

.
(.27)×åòâåðíûå ÷ëåíû:

δ

(

1

2

∫

(

ηk̂ψ
)

k̂
(

ηk̂ψ
)

d2r

)

−→ 1
4δψk̂

[(

ηn+1 + ηn
)

×

× k̂
(

ηn+1k̂ψn+1 + ηnk̂ψn
)]

+

+1
4δηk̂

[(

ψn+1 + ψn
)

×
× k̂

(

ηn+1k̂ψn+1 + ηnk̂ψn
)]

;

(.28)
δ

(

1

2

∫

(△ψ)(k̂ψ)η2d2r

)

−→ 1
8δψ△

[

((ηn+1)2 + (ηn)2) ×

× k̂(ψn+1 + ψn)
]

+

+1
8
δψk̂

[

((ηn+1)2 + (ηn)2) ×
×△(ψn+1 + ψn)

]

+
+1

4
δη(ηn+1 + ηn)×

×(△ψn+1k̂ψn+1 + △ψnk̂ψn).

(.29)
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